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RESUMO 
 
O aumento da complexidade das tarefas de robôs industriais e a 
expansão da utilização de robôs de serviço requerem o aprofun‐
damento de estudos sobre a interação de robôs com o meio. Esta 
interação pode ser estática, quando não existe movimento relati‐
vo do robô com o meio, ou dinâmica, quando existe movimento 
relativo do  robô  em  relação  ao meio, mas  o  contato  é mantido 
durante esta movimentação. Quando a movimentação é  lenta, é 
possível considerar a interação como quase‐estática, pois os efei‐
tos dinâmicos podem ser desprezados. Na execução de determi‐
nadas  tarefas, os  robôs  industriais e os  robôs de  serviço podem 
ser  levados ao  limite de sua capacidade de  força‐momento. Se a 
capacidade de força‐momento do robô é excedida, danos materi‐
ais e ferimentos em pessoas podem ocorrer durante a execução de 
uma tarefa. A capacidade de força‐momento de um robô depende 
dos torques em seus atuadores, de sua configuração, da posição e 
orientação de seu efetuador e das ações presentes no contato com 
o meio. O objetivo principal deste  trabalho é o desenvolvimento 
de uma metodologia para determinação da capacidade de força‐
momento de robôs em condições estáticas ou quase‐estáticas. Esta 
metodologia é estendida para a otimização da capacidade de for‐
ça‐momento ao  longo de uma trajetória. Em comparação com as 
abordagens existentes na literatura, a metodologia proposta dife‐
rencia‐se  por  abranger  robôs  com  redundância  cinemática  e de 
atuação. Além disso, o ponto de contato com o meio, a orientação 
do  efetuador  e o modo de  trabalho  (working mode) do  robô não 
necessitam  ser  constantes  ao  longo  do  processo  de  otimização. 
Devido à redundância cinemática e às variáveis geométricas pre‐
sentes, a  função objetivo do problema de otimização de  capaci‐
dade  de  força‐momento  é  descrita  por  equações  não‐lineares  e 
não‐convexas,  apresentando mínimos  locais.  Para  resolver  este 
problema de otimização global, é utilizado um algoritmo evoluti‐
vo  chamado  Evolução Diferencial. A modelagem  das  equações 
 
estáticas é realizada através da utilização da teoria dos helicoides 
e do método de Davies. A metodologia proposta  é validada na 
determinação da capacidade de força‐momento de um robô para‐
lelo e de um robô serial de sete graus de liberdade chamado Ro‐
boturb.  A otimização da força ao longo de uma trajetória é reali‐
zada  para  um manipulador  serial  planar. Os  principais  fatores 
que  influenciam a  capacidade de  força‐momento dos  robôs ma‐
nipuladores são discutidos.  
 
Palavras‐chave: Robôs manipuladores. Contato com o meio. Ca‐
pacidade  de  força‐momento.  Otimização  de  força  ao  longo  de 
uma  trajetória.  Redundância  cinemática.  Redundância  de  atua‐
ção. Helicoides. Método de Davies. Otimização Global. Evolução 
Diferencial. Roboturb. Robôs paralelos. 
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ABSTRACT 
 
The increasing complexity of task performed by industrial robots 
and the widespread use of service robots demands deeper know‐
ledge of robot interaction with the environment. This interaction 
can be static, when there is no relative movement between robot 
and environment or dynamic when exist relative movement but 
the contact is maintained during this movement. When this rela‐
tive movement  is performed  in  slow velocity,  the  interaction  is 
considered quasi‐static and the dynamics effects can be neglected. 
In certain tasks, industrial and service robots can be demanded to 
their wrench capabilities  limits.  If robots wrench capabilities are 
exceeded when executing a task, material damages and personal 
injuries can occur. Wrench capabilities depends on robot configu‐
ration, position, orientation, actuators  limits and on wrenches at 
interaction.  The  development  of  new methodology  to  evaluate 
the wrench capabilities of  robots  in static or quasi‐statics condi‐
tions is the main purpose of this thesis. This methodology is also 
extended  to  the optimization of wrench capability along a path. 
Different  from  previous  approach,  the  proposed  methodology 
deals  with  kinematic  and  actuation  redundant  robots.  Add  to 
that, the contact point with the environment, the robots working 
mode and orientation must not remain constant during optimiza‐
tion process. Due to kinematic redundancy and geometric varia‐
ble  parameters,  the  wrench  capability  optimization  objective 
function  is  described  by  non‐linear  and  non‐convex  equations 
with local minima. To solve this global optimization problem, an 
evolutionary algorithm called Differential Evolution is used. Stat‐
ic modeling uses  as  background  Screw Theory  and   Kirchhoff‐
Davies  cutset method. The  efficiency  and  feasibility  of  the pro‐
posed methodology is demonstrated on an optimization problem, 
where  the wrench  capabilities  of  a  planar  parallel manipulator 
and a  seven degree of  freedom  serial  robot  called Roboturb are 
evaluated. Wrench  capabilities  along  a  path  for  a  planar  serial 
 
manipulator  are  also  evaluated.  The  main  factors  that  affect 
wrench capabilities are discussed. 
 
Key‐words:  Robot  manipulator.  Environment  contact.  Wrench 
capabilities. Wrench  capabilities optimization along a path.   Ki‐
nematic  redundancy. Actuation  redundancy.  Screw  theory. Da‐
vies method. Global  optimization. Differential Evolution. Robo‐
turb. Parallel Robots. 
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1 INTRODUÇÃO 
 
 
1.1 LOCALIZAÇÃO E DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 
 
 
Os robôs podem ser classificados, de forma geral, em robôs 
industriais e robôs de serviço (IFR, 2009). Os robôs industriais são 
aqueles  utilizados  no  interior  de  indústrias  realizando  tarefas 
como  soldagem, montagem,  inspeção, pintura, movimentação  e 
outras. Os robôs de serviço operam fora do ambiente industrial e 
são divididos em duas categorias: robôs de uso privado, quando 
utilizados por pessoas físicas, e robôs de uso profissional, quando 
utilizados por empresas. Os robôs de serviço de uso profissional 
são utilizados em aplicações médicas,  limpeza, atividades  suba‐
quáticas, em fazendas para ordenha, resgate de pessoas ou equi‐
pamentos,  construção  e demolição,  segurança  e vigilância  e  em 
aplicações militares. Já os principais robôs de uso privado são os 
aspiradores de pó e máquinas de cortar grama, kits educacionais, 
próteses  robóticas  e  robôs utilizados para auxílio de portadores 
de deficiência. 
O  número de  robôs  industriais  e de  robôs de  serviço  em 
operação no mundo  ao  final do  ano de  2008  é  respectivamente 
1,036 milhões e 7,2 milhões. Projeções feitas pela Federação Inter‐
nacional  de  Robótica  (IFR  –  International  Federation  of  Robotics) 
mostram que em 2012 serão 1,056 milhões de robôs industriais e 
11,6 milhões  de  robôs  de  serviço  em  operação  (IFR,  2009).  Isto 
indica um aumento acelerado na utilização de  robôs de  serviço 
em comparação com os robôs industriais. 
Na execução de tarefas, são recorrentes as situações em que 
os  robôs necessitam  interagir  com  o meio,  aplicando  ou  supor‐
tando forças e momentos de contato. Nas indústrias, este contato 
ocorre quando o  robô é empregado em  tarefas como montagem 
de  componentes, movimentação  de  cargas  e  peças,  limpeza  de 
superfícies,  remoção  de  rebarbas,  estampagem,  conformação  e 
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outras. Nos robôs de serviço, como em geral estão  inseridos em 
ambientes não estruturados e como compartilham o espaço com 
objetos, equipamentos e até seres humanos, o contato com o meio 
é dado de maneira frequente e muitas vezes imprevista. 
O estudo da interação entre robôs e o meio pode ser divido 
em quatro linhas de pesquisa (LEFEBVRE et al., 2005): 
•  Modelagem da geometria do contato; 
•  Estimativa dos parâmetros de contato; 
•  Geração de referência; 
•  Estratégias de controle. 
A  modelagem  da  geometria  do  contato  está  relacionada 
com  a  caracterização  do  contato,  representando  cada  elemento 
através de suas propriedades topológicas. Investiga se ocorre um 
contato  através de vértices,  faces  ou  superfícies dos  objetos, ou 
uma  combinação destes. Analisa  também as  restrições que exis‐
tem quanto à movimentação relativa dos elementos. 
A  estimativa  dos  parâmetros  de  contato  está  relacionada 
com as propriedades  físicas dos elementos em contato e com as 
variações dos  estados de  contato  que podem  ocorrer durante  a 
execução da tarefa. Tanto os parâmetros físicos quanto os geomé‐
tricos apresentam  incertezas que devem  ser mantidas dentro de 
certa tolerância. Do contrário, podem ser comandados movimen‐
tos onde o contato é perdido ou onde forças excessivas são apli‐
cadas. As informações provenientes de sensores auxiliam na tare‐
fa de melhor estimar os parâmetros, sendo então utilizadas para 
correção da referência e para melhoria do controle. 
A  geração  de  referências  fornece  informações  sobre  posi‐
ção, velocidades,  torques e  forças desejados do manipulador de 
forma  que  o  contato  seja mantido  durante  determinada movi‐
mentação e que as  forças e momentos desejados na execução da 
tarefa sejam aplicados. 
As  estratégias de  controle  têm  a  função de determinar os 
torques  e  forças  necessários  nos  atuadores,  assegurando  que  a 
posição e orientação do efetuador final, os movimentos e as forças 
de  contato  desejados,  especificados  pelo  gerador  de  referência, 
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sejam  efetivamente  realizados  pelo  robô  (MASON,  1981).  As 
principais  estratégias de  controle de  força  existentes,  testadas  e 
consolidadas em estudos disponíveis na literatura, são o controle 
por  impedância,  o  controle  híbrido  e  o  controle  paralelo  (DE 
SCHUTTER et al., 1998) (ZENG; HEMANI, 1997).  
O  estudo desenvolvido nesta  tese  está  relacionado  com  a 
etapa de  geração de  referência,  levando  em  conta  as  limitações 
físicas do robô. 
Estas limitações físicas estão relacionadas com as restrições 
de deslocamentos das  juntas e com as  forças e  torques máximos 
dos atuadores. Em situações onde grandes acelerações ou  forças 
elevadas  de  contato  são  exigidas  do  robô,  os  atuadores  podem 
chegar  ao  limite  de  saturação,  comprometendo  a  execução  da 
tarefa.  
Em  tarefas  estáticas  ou  quase‐estáticas,  realizadas  com  o 
robô  parado  ou  em  velocidade  reduzida,  os  efeitos  dinâmicos 
podem ser desprezados e toda a força/torque dos atuadores pode 
ser empregada na geração de forças e momentos de contato com 
o meio.   A capacidade de força‐momento do robô é definida co‐
mo a força (ou momento) máxima que o robô consegue aplicar no 
meio em situações estáticas ou quase‐estáticas  (NOKLEBY et al., 
2005). A capacidade de força‐momento não depende apenas dos 
limites dos atuadores, mas também da configuração do robô e da 
natureza da ação aplicada no meio. 
Na existência de  redundância  cinemática, o  robô pode  ter 
infinitas  configurações, mantendo  a  posição  e  a  orientação  do 
efetuador inalteradas. Em cada uma destas configurações, a força 
máxima possível de ser aplicada no meio é distinta e a capacida‐
de de  força‐momento pode  ser obtida  com o auxílio de alguma 
técnica de otimização. Se o robô apresentar redundância de atua‐
ção, para cada uma das configurações é possível otimizar a dis‐
tribuição dos torques e forças nos atuadores de forma a determi‐
nar sua capacidade de força‐momento. 
 Conhecer  a  capacidade  de  força‐momento  de  um  robô  é 
necessário para o planejamento de tarefas onde forças e momen‐
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tos  de  contato  com  o meio  são  esperados. Na  existência  de  re‐
dundância  cinemática  e de  atuação,  as  equações que definem  a 
capacidade de  força‐momento  são em geral descritas através de 
funções não convexas e não  lineares. Nestas condições, determi‐
nar a capacidade de  força‐momento de um robô consiste em re‐
solver um problema de otimização global  e  técnicas  convencio‐
nais baseadas na derivada da função objetivo não podem ser em‐
pregadas.  
 
 
1.2 MOTIVAÇÃO 
 
 
Restrições na utilização de robôs industriais em tarefas on‐
de elevadas ações de contato com o meio são exigidas estão rela‐
cionadas com limitações na capacidade de força‐momento e baixa 
rigidez, verificadas principalmente nos robôs seriais.  
Com o desenvolvimento dos robôs paralelos e sua inserção 
em ambientes industriais, estas restrições estão sendo superadas. 
Por  apresentarem  maior  rigidez  e  maior  capacidade  de  força‐
momento em comparação com os robôs seriais  (MERLET, 2002), 
os robôs paralelos vêm sendo também utilizados em tarefas como 
usinagem,  fresamento e  limpeza de superfícies com  remoção de 
material (MERLET, 2000).  
Nestas tarefas, as ações de contato necessárias são em geral 
elevadas e variam de acordo com o material envolvido, o tipo de 
ferramenta  de  corte  utilizado  e  a  taxa  de  remoção  de material 
desejada.  Neste  contexto,  a  capacidade  de  força‐momento  do 
robô deve ser conhecida para verificar a priori se as tarefas plane‐
jadas podem efetivamente ser executadas. 
Considerando  os  robôs  de  serviço,  a  principal motivação 
para  realização deste estudo está  relacionada com o desenvolvi‐
mento do  robô  chamado Roboturb, utilizado na  recuperação  a‐
través de soldagem de  turbinas erodidas por cavitação. Trata‐se 
de  uma  parceria  entre UFSC,  LACTEC  e  FURNAS  e,  em  uma 
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primeira  etapa  já  finalizada,  o  Roboturb  é  capaz  de  planejar  a 
melhor  trajetória para realizar a  tarefa e depositar o material de 
solda nos locais definidos.  
Em uma etapa futura de desenvolvimento, é desejado que o 
Roboturb execute também a  limpeza do  local onde a solda é de‐
positada, preparando a superfície e removendo o material aplica‐
do em excesso. Na  realização da primeira etapa do projeto, não 
estava prevista a utilização do Roboturb na tarefa de remoção de 
material, motivo pelo qual não houve uma preocupação em de‐
terminar a sua capacidade de força‐momento e as forças de conta‐
to atuantes. Com o desenvolvimento da segunda etapa,  torna‐se 
necessário  conhecer  a  capacidade  de  força‐momento  do  Robo‐
turb. Em havendo a necessidade de desenvolver um novo Robo‐
turb com configuração diferente da atual, a determinação da ca‐
pacidade  de  força‐momento  pode  ser  obtida  ainda  na  fase  de 
projeto  através  de  simulações,  reduzindo  os  custos  de  projeto 
com a construção de protótipos. 
Além dos motivos citados para os robôs paralelos e para o 
Roboturb,  a  determinação  da  capacidade  de  força‐momento  de 
robôs pode vir a ser útil em diversas outras aplicações. Nos robôs 
domésticos, por exemplo, o robô pode ser utilizado no auxílio de 
pessoas idosas em atividades como ajudar a levantar da cama ou 
de  uma  cadeira.  Em  construções,  os  robôs  de  uso  profissional 
podem  ser  utilizados  para  carregar  materiais  e  equipamentos 
pesados,  como  sacos  de  cimento,  tijolos,  etc. Nestas  situações, 
conhecer  a  capacidade  de  força‐momento  é  fundamental  para 
evitar  acidentes  que  podem  colocar  em  risco  a  integridade das 
pessoas ou danificar equipamentos. 
 
 
1.3 OBJETIVOS 
 
 
O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de 
uma  metodologia  para  a  otimização  da  capacidade  de  força‐
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momento de  robôs manipuladores  em  contato  com  o meio,  em 
situações  estáticas  ou  quase‐estáticas,  aproveitando  de  forma 
eficiente  a  redundância  cinemática  e  a  redundância de  atuação. 
São objetivos específicos: 
a) Analisar os  fatores que  influenciam a capacidade de  for‐
ça‐momento de manipuladores; 
b) Adaptar  o método de Davies, utilizado na  resolução da 
estática de manipuladores, ao problema de otimização da 
capacidade  de  força‐momento,  sistematizando  o  proce‐
dimento de inclusão de forças externas; 
c) Determinar uma função objetivo geral para o problema; 
d) Realizar  testes de simulação para determinar os parâme‐
tros de controle da técnica de otimização empregada; 
e) Desenvolver uma metodologia para otimizar a capacida‐
de de força‐momento ao longo de uma trajetória. 
f) Formular o problema de otimização para obter a capaci‐
dade de  força‐momento do  robô serial com  redundância 
cinemática chamado Roboturb. 
 
 
1.4 JUSTIFICATIVA 
 
 
Existem diversas linhas de pesquisa em robótica que tratam 
da  distribuição  de  forças  e  torques  nos  atuadores  de  forma  a 
cumprir determinado  função. O compartilhamento de carga por 
dois ou mais  robôs é um exemplo  clássico, estudado por vários 
autores  (CHENG;  ORIN,  1990)  (KIM;  CHOI,  2001) 
(MELCHIORRI,  1994)  (SUH;  HOLLERBACH,  1987)  onde,  em 
geral, o objetivo é manter as ações nos atuadores o mais afastado 
possível  da  saturação.  Ao  compartilhar  a  carga,  a  distribuição 
ótima de torques e forças nos atuadores pode ocorrer ao longo de 
uma  trajetória  específica  (ZHENG; LUH, 1989) ou o a definição 
da melhor trajetória para manter os atuadores afastados da satu‐
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ração pode ser o objetivo do problema de otimização (SZABAD et 
al., 2000).  
O problema de distribuir forças e torques entre os dedos de 
uma  garra  ou mão  robótica  para  segurar  um  objeto  é  bastante 
similar ao compartilhamento de carga em  robôs manipuladores. 
A diferença  fundamental é que na mão  robótica a geometria do 
contato e o atrito são normalmente considerados e o objetivo em 
geral é determinar a mínima força necessária em cada dedo para 
segurar o objeto (BUSS et al., 1996) (BOYD; WEGBREIT, 2007). Na 
movimentação dinâmica de cargas, a otimização da  trajetória do 
robô  com o objetivo de não  saturar os  atuadores  é  apresentada 
em (WANG et al., 1999). Estudos sobre o balanceamento estático 
de  robôs  compensando  os  efeitos  das  forças  gravitacionais  são 
apresentados em (SARAVANAN et al., 2008). 
Embora estas  linhas de pesquisa citadas estejam relaciona‐
das  com a otimização de  forças  e  torques nos atuadores de um 
robô, o objetivo  em geral  é a distribuição eficiente de  torques  e 
forças para evitar a saturação e não a determinação da  força ou 
momento máximo que um robô consegue aplicar ou suportar em 
determinada condição. 
Estudos  específicos  sobre a  capacidade de  força‐momento 
são  apresentados  em  (NOKLEBY  et  al.,  2005)  e  em 
(PAPADOPOPULOS; GONTHIER,  1995). No  entanto,  ambas  as 
abordagens são restritas a determinados tipos de robôs, a condi‐
ções de carregamento específicas e não contemplam simultanea‐
mente a presença de redundância cinemática e de atuação. 
A metodologia para determinação da capacidade de força‐
momento proposta nesta  tese  justifica‐se pois não  foram  encon‐
tradas  na  literatura  abordagens  genéricas  para  o  problema,  a‐
brangendo  robôs paralelos  e  seriais, planos  e  espaciais,  com  re‐
dundância  cinemática  e/ou de  atuação. Também não  foram  en‐
contradas na  literatura abordagens que  tratem da determinação 
da capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória. 
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1.5 ORGANIZAÇÃO DA TESE 
 
 
A tese está dividida em oito capítulos e cinco apêndices. No 
Capítulo  1,  o  problema  em  estudo  é  definido. A motivação,  as 
justificativas  e  os  objetivos  referentes  ao  trabalho  desenvolvido 
são apresentados. 
No Capítulo 2, é feita uma revisão sobre a teoria de grafos e 
são apresentas fórmulas para o cálculo da mobilidade de cadeias 
cinemáticas abertas,  fechadas e híbridas. Os conceitos de redun‐
dância cinemática e redundância de atuação são apresentados e o 
grau de redundância é calculado para alguns exemplos de cadei‐
as cinemáticas. 
O Capítulo 3 aborda a análise estática e cinemática de robôs 
seriais e paralelos. Na análise cinemática, são apresentados ape‐
nas  os  conceitos  gerais. Na  análise  estática,  são  empregadas  as 
técnicas desenvolvidas por Davies. Como o método de Davies é 
baseado na  teoria dos helicoides, uma breve  revisão  sobre o as‐
sunto  é  apresentada.  Tendo  como  base  o  princípio  do  trabalho 
virtual, é mostrado que, sob certas condições, existe uma relação 
clara  entre  a  estática  e  a  cinemática diferencial de mecanismos. 
Para exemplificar o funcionamento do método de Davies e apre‐
sentar as diferenças em relação ao método do diagrama do corpo 
livre, a estática de alguns manipuladores planos é resolvida. 
O conceito de capacidade de força‐momento de manipula‐
dores é apresentado no Capítulo 4. A partir dos resultados obti‐
dos através de simulações com os manipuladores planares RR e 
RRRR, é verificada a  influência da configuração, da singularida‐
de, do  carregamento  e dos modos de  trabalho na determinação 
da  capacidade  de  força‐momento.  Índices  de  desempenho  são 
apresentados e as aplicações e  limitações dos elipsoides de força 
são mostradas. Abordagens  existentes  na  literatura  são  discuti‐
das. Considerações sobre a rigidez e sobre a influência das forças 
gravitacionais são analisadas. 
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No Capítulo 5, a necessidade de utilizar um algoritmo de 
otimização  global  para  determinação  da  capacidade  de  força‐
momento de robôs manipuladores é justificada. Os motivos para 
utilização do algoritmo da Evolução Diferencial  (ED) na  resolu‐
ção  deste  problema  são  apresentados. Os  fundamentos  da  ED, 
suas variantes, a influência dos parâmetros de controle e o trata‐
mento de restrições são discutidos. 
No Capítulo 6, a metodologia proposta, objetivo principal 
desta tese, é apresentada em detalhes. A extensão da metodologia 
para a otimização da capacidade de  força‐momento ao  longo de 
uma trajetória é mostrada. 
No Capítulo 7, a metodologia proposta é validada em estu‐
dos de  casos utilizando  o Roboturb  (modelo  espacial  e modelo 
simplificado) e o manipulador 3‐RRR e suas variantes. Resultados 
dos  testes  de  simulação  para  determinação  dos  parâmetros  de 
controle da ED são discutidos.   Estudo de caso focando a obten‐
ção da capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória 
para o modelo simplificado do Roboturb é apresentado. 
As conclusões sobre o  trabalho e as perspectivas de  traba‐
lhos futuros são discutidas no Capítulo 8. 
No  Apêndice  A,  são  mostrados  os  fundamentos  da 
cinemática diferencial de robôs manipuladores seriais e paralelos, 
utilizando o método de Davies e o emprego de cadeias virtuais. 
No Apêndice  B,  a  cinemática  diferencial  dos manipuladores  3‐
RRR e RRR é apresentada. No Apêndice C, são apresentados os 
fundamentos  da  estática  de  robôs manipuladores  utilizando  o 
diagrama  do  corpo  livre  e  o  conceito  de  elipsoide  de  força  é 
analisado.  No  Apêndice  D,  a  estática  do  manipulador  RRR  é 
resolvida. No Apêndice  E,  a  influência  da  rigidez  e  das  forças 
gravitacionais  na  capacidade  de  força‐momento  dos 
manipuladores é discutida. 
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2 REDUNDÂNCIA EM ROBÓTICA 
 
 
Em  robótica, o  termo  redundância é  frequentemente asso‐
ciado apenas à redundância cinemática, que  tem como origem a 
geometria do robô e/ou a escolha da tarefa a ser executada. Com a 
crescente  utilização  de  robôs  de  estruturas  cinemáticas  mais 
complexas, como os paralelos, o conceito de redundância de atu‐
ação  passa  também  a  ser  utilizado. A  redundância  de  atuação 
pode ser verificada tanto em robôs seriais, quando utilizados em 
tarefas cooperativas, como em robôs paralelos.  
Neste capítulo é feita uma revisão sobre a teoria dos grafos, 
ferramenta útil no cálculo da mobilidade de mecanismos de ca‐
deia  fechada  e  no  cálculo  da  cinemática  e  estática  de  robôs. O 
conceito de mobilidade, necessário para o cálculo do grau de re‐
dundância de robôs, e as definições de redundância cinemática e 
redundância de atuação são discutidos.  
 
 
2.1 TEORIA DE GRAFOS APLICADA A MECANISMOS 
 
 
A teoria de grafos encontra aplicações em diversas áreas do 
conhecimento  como  informática,  computação,  engenharia  elétri‐
ca, química e ciências sociais. Na análise e síntese de mecanismos, 
a representação de cadeias cinemáticas através da teoria de grafos 
é utilizada (TSAI, 1999): 
a) Como ferramenta de auxílio no cálculo da mobilidade de 
mecanismos; 
b) Para representar de forma unívoca a estrutura topológica 
de um mecanismo;  
c) Como  ferramenta para a  resolução  computacional da  ci‐
nemática e da dinâmica de mecanismos; 
d) Na  enumeração  e  classificação  sistemática  de  mecanis‐
mos; 
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 Martins (2002) emprega a teoria de grafos em seu trabalho 
sobre  análise  hierárquica  de  manipuladores  como  ferramenta 
para obter as equações de restrição. Campos et al. (2005) utiliza a 
teoria dos grafos para análise cinemática de robôs manipuladores 
com o emprego de cadeias virtuais. As equações cinemáticas de 
robôs redundantes podem ser obtidas com o auxílio da teoria de 
grafos  (SIMAS,  2008). O  cálculo  da mobilidade  de mecanismos 
utilizando  definições  da  teoria  dos  grafos  é  mostrado  em 
(CARBONI, 2008). 
O grafo é um sistema de linhas (arestas) conectado através 
de nós  (vértices)  (SESHU; REED, 1961). Mecanismos podem  ser 
representados de forma unívoca através de grafos onde as arestas 
são as juntas do mecanismo e os vértices são os elos.  
A Figura 2.1(a) mostra a estrutura cinemática de um robôs 
serial com 3  juntas  rotativas e a Figura 2.1(b) mostra  sua  repre‐
sentação  através  de  grafos.  Nestas  representações,  os  elos  são 
enumerados como 0, 1, 2 e 3, da base até o efetuador. As  juntas 
são identificadas da base até a extremidade através das letras A, B 
e C respectivamente. No grafo, todos os tipos de juntas são repre‐
sentados por arestas,  sendo necessário algum  tipo de  identifica‐
ção adicional para definir qual o tipo de junta representado. 
              
(a) Estrutura cinemática           (b) Grafo equivalente 
Figura  2.1:  Estrutura  cinemática  e  grafo  correspondente  de  um  robô 
serial plano 
 
O digrafo é um grafo direcionado onde as arestas apresen‐
tam um  sentido de orientação  (CAZANGI, 2008). É  interessante 
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esta notação quando se quer representar o estado cinemático ou 
estático de um corpo em relação aos seus adjacentes.  
Na análise estática, o direcionamento das arestas define se 
um  corpo  está  aplicando  ação  sobre  outro  corpo  adjacente  ou 
recebendo a ação.   Funciona como uma convenção de sinais que 
deve  ser  respeitada para  a  obtenção de  resultados  corretos. Na 
análise cinemática, o digrafo indica o sentido do movimento rela‐
tivo entre elos adjacentes. 
Cadeia, circuito, árvore e corte são alguns conceitos adicio‐
nais sobre grafos, necessários na análise cinemática e estática de 
mecanismos. Cadeia  é uma  sequência qualquer de  arestas  adja‐
centes que unem dois vértices. Um circuito é uma cadeia que ini‐
cia e termina no mesmo vértice. Uma árvore é um grafo em que 
há pelo menos uma cadeia ligando cada par de vértices, mas que 
não possui circuitos. A árvore é dita geradora se é um subgrafo 
de um grafo qualquer, tal que contenha todos os vértices do gra‐
fo, mas apenas um  subconjunto de  suas arestas. As arestas que 
pertencem  à  árvore  geradora  são denominadas  ramos  e  as  que 
não pertencem são chamadas de cordas. Um corte é um conjunto 
de arestas que, se removidas, separam o grafo em dois subgrafos 
independentes. Na análise  estática de mecanismos,  cada  corte  é 
uma linha que cruza as cordas e apenas um dos ramos da árvore. 
E cada ramo da árvore geradora pode ser cruzado por apenas um 
corte. 
Para  ilustrar  estes  conceitos  é utilizado um  robô  paralelo 
plano de três pernas, cada uma delas com três juntas rotativas.  A 
Figura  2.2(a) mostra  sua  estrutura  cinemática  e  a  Figura  2.2(b) 
mostra sua representação através de digrafos. Os elos são identi‐
ficados através de números e as juntas através de letras.  
Para obter a árvore geradora é possível remover as arestas 
A e C, que ficam então definidas como as cordas do grafo. As de‐
mais  arestas  são os  ramos  e, nesta  situação, não  existe nenhum 
circuito. Recolocando a corda A no grafo, define‐se o circuito for‐
mado pelas arestas A‐D‐G‐H‐E‐B,  identificado no grafo como MA. 
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Retirando‐se  novamente  a  corda A  e  recolocando‐se  a  corda  C, 
define‐se o circuito C‐F‐I‐H‐E‐B, identificado no grafo como MC. 
 
(a) Estrutura cinemática 
 
(b) Grafo equivalente 
Figura  2.2:  Estrutura  cinemática  e  grafo  correspondente  de  um  robô 
paralelo plano 
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A  escolha das arestas que  serão as  cordas do grafo não  é 
única e, para cada escolha feita, podem surgir circuitos formados 
por arestas diferentes destas. Na análise cinemática, uma escolha 
conveniente das cordas pode tornar o modelo menos complexo. 
Tendo definido A e C como cordas, os sete cortes possíveis 
são mostrados na Figura 2.2(b). São eles as arestas A‐B‐C, A‐E‐C, A‐
H‐C, A‐D, A‐G, C‐F e C‐I. Na análise estática de mecanismos, uma 
escolha conveniente de cordas também pode conduzir a um mo‐
delo menos complexo. 
Na análise cinemática e estática de mecanismos, uma corre‐
ta  representação através de grafos das  restrições  impostas e das 
liberdades permitidas pelas  juntas é necessária. As  juntas são os 
elementos responsáveis por transmitir forças e torques de um elo 
para  o  adjacente  em um mecanismo.  São  também  responsáveis 
por  permitir  o  movimento  relativo  entre  dois  elos  adjacentes, 
podendo ser atuadas ou passivas. Cada aresta do grafo represen‐
ta uma junta de tipo qualquer, sendo as mais comuns em robótica 
a prismática, a rotativa e a esférica.  
Considerando o espaço  tridimensional, uma  junta  rotativa 
R permite uma  rotação  e  restringe duas  rotações  e  três  transla‐
ções. Supondo que a rotação permitida θz ocorre em torno do eixo 
z, as rotações θx e θy em torno dos eixos x e y e as translações Lx, Ly 
e Lz nas  três direções cartesianas  são  restringidas. Na análise ci‐
nemática, esta junta é representada por uma única aresta equiva‐
lente ao grau de liberdade permitido. Na análise estática através 
do método de Davies,  é  interessante  representar  cada uma das 
restrições impostas pela junta como uma aresta. O grafo da junta 
rotativa utilizado na análise estática possui cinco arestas em para‐
lelo unindo dois vértices adjacentes, onde cada aresta representa 
uma das restrições impostas.  
Na Figura 2.3(a) é mostrada a  representação por grafo da 
junta rotativa, utilizada na análise cinemática, e na Figura 2.3(b) é 
mostrada a representação utilizada na análise estática. O fato de a 
junta ser atuada não modifica a representação utilizada na análise 
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cinemática. Na análise estática, esta atuação deve ser representa‐
da como uma aresta adicional unindo os dois elos adjacentes.                    
        
(a) Grafo na cinemática             (b) Grafo na estática 
Figura 2.3: Representação por grafos da junta rotativa na cinemática e na 
estática 
 
Para a análise cinemática, cada grau de liberdade permitido 
por  determinada  junta  deve  ser  representado  como  uma  única 
aresta no grafo. A junta esférica S, que permite três rotações (θx, θy 
e θz)  e  restringe  três  translações  (Lx, Ly  e Lz),  é  representada por 
grafos através de três juntas rotativas posicionadas em série, cada 
uma  representando  um dos  três  graus  de  liberdade  permitidos 
(Figura 2.4(a)). Quando apresentado desta  forma, o grafo é cha‐
mado de  grafo  expandido. Na  análise  estática,  cada  grau de  li‐
berdade  restringido deve ser  representado como uma aresta em 
paralelo  (Figura  2.4(b)),  onde  cada  uma  das  arestas  representa 
uma das três restrições impostas. 
 
 
(a) Grafo na cinemática       (b) Grafo na estática 
Figura 2.4: Representação por grafos da junta esférica na cinemática e na 
estática 
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Definições adicionais sobre grafos, aplicados na análise es‐
tática  e  cinemática  de mecanismos,  como matriz  de  adjacência, 
matriz de  incidência, matriz de  cortes  e matriz de  circuitos  são 
apresentadas em Tsai (2001). 
 
 
2.2 MOBILIDADE 
 
 
Cadeia cinemática é um conjunto de elos conectados atra‐
vés de  juntas. É dita  aberta  se  cada um dos  elos  é  conectado  a 
todos os demais  elos por  apenas um  caminho. Se  todos os  elos 
conectam‐se  aos  demais  elos  por  pelo menos  dois  caminhos,  a 
cadeia  cinemática  é dita  fechada. A  cadeia  cinemática  é híbrida 
quando  contém  pelo menos  uma  cadeia  aberta  e  uma  fechada 
(TSAI, 1999).  
A Figura 2.5 mostra exemplos de grafos de cadeias cinemá‐
ticas aberta e fechada, constituídas apenas por elos, identificados 
por números, e juntas rotativas, identificadas por letras.  
 
 
 
 
(a) Cadeia aberta     (b) Cadeia fechada 
Figura 2.5: Cadeia cinemática aberta e fechada 
 
A mobilidade de uma  cadeia  cinemática ou mecanismo  é 
definida como o número de parâmetros  independentes necessá‐
rios para determinar completamente a configuração deste meca‐
nismo. A redundância cinemática de mecanismos está diretamen‐
te associada a sua mobilidade ou, do mesmo modo, ao número de 
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graus  de  liberdade  que  possui  (CONKUR;  BUCKINGHAM, 
1997). Robôs  seriais,  robôs paralelos,  robôs  locomovidos através 
de patas, robôs bípedes, mãos robóticas são formados por meca‐
nismos ou por um conjunto de mecanismos e o cálculo da mobi‐
lidade destes sistemas é feita a partir da determinação da mobili‐
dade das  cadeias  cinemáticas que os  constituem. Para o  cálculo 
da mobilidade  e  da  redundância  cinemática  de  robôs  pode‐se 
utilizar sem restrições fórmulas desenvolvidas para tal pela teoria 
dos mecanismos (GOGU, 2005). 
Os  principais  tipos  de  juntas  utilizadas  na  construção  de 
robôs seriais são a prismática ou de translação, representada pelo 
símbolo P,  e a  rotativa,  representada pelo  símbolo R. Em  robôs 
paralelos espaciais utiliza‐se, além da rotativa e da prismática, as 
juntas  cilíndrica  (C),  esférica(S),  plana  (E)  e  universal  (U),  esta 
última  formada  por  duas  juntas  rotativas  conectadas  em  série. 
Uma  descrição  detalhada  sobre  a  funcionalidade  de  cada  uma 
destas juntas, as restrições impostas quando conectam dois elos e 
as liberdades permitidas podem ser encontradas em (CARBONI, 
2008). 
Os robôs seriais apresentam cadeia cinemática aberta. Para 
esta  classe de mecanismos, o  cálculo da mobilidade  está direta‐
mente associado ao número de juntas. Nos robôs seriais, todas as 
juntas devem  ser  atuadas, o que dificulta  a utilização de  juntas 
com mais de um grau de liberdade. Se o robô é constituído ape‐
nas por juntas rotativas ou prismáticas, que possuem um grau de 
liberdade, a mobilidade é igual ao número de juntas.  
A mobilidade  pode  ser  associada  também  ao  número  de 
atuadores  existentes no  robô. De  forma geral,  considerando  fi o 
grau de liberdade permitido por cada junta i, a mobilidade M de 
um robô serial, ou seja, de um mecanismo de cadeia aberta onde j 
é o número total de juntas, é dada por: 
ܯ ൌ ෍ ௜݂
௝
௜ୀଵ
 
(2.1) 
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A  análise  da mobilidade  de  robôs  paralelos  (mecanismos 
de cadeia fechada) em geral não é feita de forma tão direta como 
a de robôs seriais. Uma forma de realizar de forma inequívoca o 
cálculo da mobilidade de mecanismos paralelos é determinar as 
equações de restrição que descrevem o comportamento cinemáti‐
co  do mecanismo  e  analisar  a  existência  de  dependência  linear 
entre as equações (GOGU, 2005).  
Conhecendo  o  número  p  de  equações  independentes,  a 
mobilidade é calculada por: 
ܯ ൌ ෍ ௜݂
௝
௜ୀଵ
െ ݌ 
(2.2) 
Este  procedimento  fornece  apenas  a mobilidade  instantâ‐
nea de um mecanismo, ou seja, a mobilidade para uma determi‐
nada configuração (GOGU, 2005).  
A mobilidade instantânea de robôs seriais e paralelos pode 
ser alterada em configurações singulares. O conceito de singula‐
ridade utilizado em robótica é amplamente difundido na literatu‐
ra e informações detalhadas podem ser obtidas em (SCIAVICCO; 
SICILIANO, 1996)(MERLET, 2000). As singularidades não podem 
ser representadas através de grafos e sua determinação depende 
da  análise das  equações de  restrição que  representam  as movi‐
mentações possíveis do robô. 
Por  exigir  que  seja  realizada  a modelagem  cinemática do 
mecanismo, a determinação da mobilidade a partir das equações 
de restrição é trabalhosa. O que se busca na prática são equações 
para o cálculo rápido da mobilidade geral ou global de um meca‐
nismo, que não dependa de sua configuração atual. Na literatura, 
diversos autores apresentaram equações para o cálculo rápido da 
mobilidade de mecanismos  e uma  revisão histórica  sobre o de‐
senvolvimento destas fórmulas é apresentada em Gogu (2005).  
Exceto  em  casos  especiais,  a  fórmula  desenvolvida  por 
Kutzbach  (1929) para o cálculo da mobilidade é em geral aceita 
para mecanismos onde todos os circuitos que o compõem possu‐
em mesma ordem mínima.  
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A ordem mínima do sistema é a dimensão λ do espaço on‐
de o mecanismo está representado. O espaço tridimensional pos‐
sui λ=6, o espaço plano possui λ=3 e outros subespaços convenien‐
tes podem ser utilizados para a representação de mecanismos. O 
grau bruto de  liberdade Fg de um mecanismo com  j  juntas é de‐
terminado através da equação: 
ܨ௚ ൌ ෍ ௜݂
௝
௜ୀଵ
 
(2.3) 
Considerando ci grau de restrição de cada junta, o grau bru‐
to de restrição C de um mecanismo é dado por: 
ܥ ൌ ෍ܿ௜
௝
௜ୀଵ
 
(2.4) 
O grau de liberdade e o grau de restrição de cada junta são 
complementares e de dimensão menor que a ordem mínima do 
sistema, de forma que é sempre válida a relação: 
ߣ ൌ ܿ௜ ൅ ௜݂ (2.5) 
A fórmula de Kutzbach (1929) define a mobilidade como: 
ܯ ൌ ߣሺ݊ െ ݆ െ 1ሻ ൅෍ ௜݂
௝
௜ୀଵ
 
(2.6) 
onde n representa o número de elos que compõem o mecanismo, 
incluindo o elo fixo de referência.  
Uma variante desta equação pode ser escrita em função das 
restrições impostas pelas juntas na forma: 
ܯ ൌ ߣሺ݊ െ 1ሻ െ෍ܿ௜
௝
௜ୀଵ
 
(2.7) 
Para mecanismos que possuem apenas juntas com um grau 
de  liberdade, a  fórmula  (2.7) para o cálculo da mobilidade pode 
ser reescrita de forma simplificada como: 
ܯ ൌ ߣሺ݊ െ ݆ െ 1ሻ ൅ ݆ (2.8) 
Como alternativa à utilização da equação (2.8), a mobilida‐
de também pode ser obtida através da equação (2.9):  
2.3 Redundância Cinemática  53 
   
ܯ ൌ ݆ െ ߭. ߣ (2.9) 
onde o número υ de circuitos existentes no mecanismo é obtido 
por inspeção de sua representação por grafos.  
Apesar das equações (2.7), (2.8) e (2.9) terem sido desenvol‐
vidas para cadeias cinemáticas fechadas, também fornecem resul‐
tados  corretos para  cadeias  cinemáticas  abertas. Nas  cadeias  ci‐
nemáticas  abertas,  o  número  υ  de  circuitos  na  equação  (2.9)  é 
igual a zero. 
 
 
2.3 REDUNDÂNCIA CINEMÁTICA 
 
 
Tarefas  complexas  como  trabalhos  em  ambientes  confina‐
dos ou na presença de obstáculos podem exigir uma destreza de 
movimentos que um robô normalmente não apresenta. 
 Robôs  cinematicamente  redundantes  possuem  maiores 
possibilidades de movimento e, consequentemente, maior possi‐
bilidade de êxito na execução deste tipo de tarefas. Além disso, a 
redundância cinemática pode ser utilizada para evitar que o robô 
atinja  posições  singulares,  sem  com  isso  reduzir  seu  espaço  de 
trabalho. Em manipuladores paralelos, a redundância cinemática 
pode  ser  convenientemente  aproveitada para otimizar  a  capaci‐
dade  de  aplicar  ou  suportar  forças  (MOHAMED;  GOSSELIN, 
2005). 
A redundância cinemática de manipuladores é apresentada 
por vários autores sob diferentes perspectivas, não existindo uma 
definição  única  na  literatura. O  conceito  utilizado  nesta  tese  é 
baseado  no  estudo  de  (CONKUR;  BUCKINGHAM,  1997),  que 
define o grau de redundância cinemática de um robô a partir de 
sua topologia e da dimensão do espaço da tarefa. Este conceito foi 
adotado em outros  trabalhos  realizados pelo grupo de Robótica 
da UFSC nos últimos anos (SIMAS, 2008), (CRUZ, 2007), não ten‐
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do sido verificada nenhuma falha ou inconsistência que o invali‐
de. 
Quando  a mobilidade do manipulador  é maior  que  a di‐
mensão do espaço em que está inserido, existe uma redundância 
que  depende  apenas  da  topologia  da  cadeia  cinemática  que  o 
compõe. Este grau de redundância é uma propriedade intrínseca 
do mecanismo e não varia com a dimensão do espaço da tarefa e 
nem  com  a  posição  em  que  o mecanismo  instantaneamente  se 
encontra. Ao  longo do texto, este tipo de redundância é  identifi‐
cado como redundância cinemática de cadeia Rc e pode ser calcu‐
lado a partir da mobilidade M do mecanismo e da dimensão λ do 
espaço em que está inserido através da equação:  
ܴ௖ ൌ ܯ െ ߣ (2.10) 
Para mecanismos que não apresentam redundância cinemática de 
cadeia o valor de Rc é igual a zero. 
Ao inserir o manipulador no meio, a tarefa a ser executada 
impõe condições à sua  livre movimentação. O número de graus 
de liberdade necessário para executar a tarefa define a dimensão 
d do espaço da tarefa. O valor de d deverá ser sempre menor ou 
igual  ao  valor  de M  para  que  a  tarefa  possa  ser  executada. De 
forma geral, o grau de redundância cinemático da tarefa R de um 
robô é calculado por: 
ܴ ൌ ܯ െ ݀ (2.11) 
Se a dimensão de d é  igual à dimensão de λ, o grau de re‐
dundância cinemático da  tarefa é  igual ao grau de  redundância 
da cadeia.  
Como em geral a tarefa a ser executada é uma premissa pa‐
ra seleção do manipulador a ser utilizado, o  termo  redundância 
cinemática é empregado ao  longo do texto para definir a redun‐
dância cinemática da tarefa. Portanto, um robô é cinematicamente 
redundante se R > 0.  
A redundância cinemática também pode ser associada à e‐
xistência de movimentações nas  juntas que não provocam movi‐
mentos no espaço da tarefa. A Figura 2.6 mostra o mapeamento, 
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através de um operador J, de um conjunto N(J) de velocidades ߠሶ  
das  juntas num espaço nulo de velocidades ݔሶ  do efetuador, con‐
siderando a tarefa a ser executada. O subespaço R(J) representa o 
conjunto de todas as velocidades possíveis do efetuador, geradas 
pela movimentação das juntas em uma posição específica do ma‐
nipulador. A existência do espaço nulo indica a existência de re‐
dundância cinemática do manipulador. O conjunto Թ௝ representa 
todas as movimentações possíveis das j  juntas do manipulador e 
o  espaço  Թௗ  representa  todas  as  movimentações  possíveis  do 
efetuador, considerando um espaço da tarefa de dimensão d. 
 
Figura 2.6: Espaço nulo de robôs cinematicamente redundantes 
 
Em posições singulares, a mobilidade M de um  robô é  re‐
duzida  e  seu  grau  de  redundância  é  alterado. Assim  como  no 
cálculo da mobilidade, ao longo do texto estas posições singulares 
são  consideradas degenerações  e  a  variação  do  grau  de  redun‐
dância nestas situações é tratada como um caso especial.  
 
 
N(J)
R(J)
J
 x
0
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2.3.1 Redundância Cinemática de Robôs Seriais 
 
 
A redundância cinemática de robôs seriais pode ser obtida 
a partir da  equação  (2.11),  substituindo‐se  a mobilidade M pelo 
número de juntas j. Se j > d o robô é dito cinematicamente redun‐
dante  (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996) e o grau de redundância 
pode ser definido como: 
ܴ ൌ ݆ െ ݀  (2.12) 
O robô planar serial com três  juntas rotativas mostrado na 
Figura 2.1(a) possui  três graus de  liberdade  (M=3). Trabalhando 
no espaço plano, se a  tarefa exigir a utilização dos  três graus de 
liberdade,  este  não  irá  apresentar  redundância. No  entanto,  ao 
realizar uma  atividade  em que a orientação do  efetuador não  é 
relevante, o espaço da  tarefa passa a  ter dimensão dois e o robô 
tem grau de redundância um. Se a tarefa exigir apenas um grau 
de liberdade, o grau de redundância cinemática passa a ser dois. 
A mobilidade do mecanismo não é alterada pela tarefa que execu‐
ta.  
Ao considerar um robô serial com sete  juntas  (M=7)  traba‐
lhando  em um  espaço de dimensão  seis,  sua  cadeia  cinemática 
terá um grau de redundância da cadeia Rc =1. Mas o grau de re‐
dundância cinemático R dependerá da tarefa a ser executada. 
 
 
2.3.2 Redundância Cinemática de Robôs Paralelos 
 
 
A mobilidade de mecanismos de cadeia fechada é determi‐
nada pela equação  (2.6). Determinada a ordem mínima λ do sis‐
tema,  o  grau  de  redundância  da  cadeia  do mecanismo  é  dado 
pela equação (2.10). 
Martins  e Carboni  (2008)  desenvolveram  expressões  para 
determinar  o  grau  de  redundância  da  cadeia  de mecanismos  a 
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partir de  informações extraídas diretamente do grafo correspon‐
dente, utilizando os conceitos de grau de controle e conectividade 
(TISCHLER et al., 1995).  
O grau de controle Kij   entre dois elos de uma cadeia cine‐
mática é definido como o número mínimo de  juntas atuadas ne‐
cessárias para determinar  a posição  relativa  entre os  elos  i  e  j  . 
Utilizando a representação de um mecanismo através de um gra‐
fo G, o grau de controle entre dois elos i e j é definido como: 
ܭ௜௝ ൌ ݉݅݊: ሼܦ௠௜௡ሾ݅, ݆ሿ,ܯᇱ௠௜௡ሽ  (2.13) 
onde ܦ௠௜௡ሾ݅, ݆ሿ é a distância mínima entre os vértices i e j e ܯᇱ௠௜௡ é 
a mobilidade mínima das subcadeias de G que contém os vértices 
i e j.  
A conectividade Ci,j  entre dois elos i e j de uma cadeia cine‐
mática é a mobilidade relativa entre os elos i e j. Utilizando tam‐
bém a  representação de um mecanismo através de grafos, a co‐
nectividade entre dois elos i e j é definida como: 
ܥ௜௝ ൌ ݉݅݊: ሼܦ௠௜௡ሾ݅, ݆ሿ,ܯᇱ௠௜௡, ߣሽ  (2.14) 
A redundância entre os elos i e j de uma cadeia cinemática é 
a diferença entre o número de graus de controle Ki,j  e a conectivi‐
dade Ci,j  entre os dois elos. 
ܴ௜௝ ൌ ܭ௜௝ െ ܥ௜௝  (2.15) 
Considerando  o  mecanismo  plano  de  cadeia  fechada  da 
Figura 2.7(a), constituído apenas por juntas rotativas, e seu grafo 
correspondente  mostrado  na  Figura  2.7(b),  verifica‐se  que  o 
número de  juntas e o número de elos é  igual a 8. O efetuador é 
definido como sendo o elo 4. Utilizando a relação de Kutzbach, a 
mobilidade  do  mecanismo  pode  ser  calculada  através  da 
equação(2.6): 
ܯ ൌ 3ሺ8 െ 8 െ 1ሻ ൅ 8 ൌ 5  (2.16) 
Como a ordem mínima do sistema é três, o grau de redun‐
dância da cadeia é dois. 
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(a) Estrutura cinemática 
 
 
(b) Grafo correspondente 
Figura 2.7: Mecanismo plano de mobilidade M=5 
 
Utilizando  a  abordagem  de  grafos,  o  mecanismo  possui 
graus de  controle K0,4    igual a 4  e a  conectividade C0,4    é  igual a 
dimensão mínima do  sistema,  ou  seja,  igual  a  3. O  grau de  re‐
dundância R0,4  é portanto igual a 1.  
Embora os  resultados  sejam distintos, não  existe  inconsis‐
tência nos dois métodos. O que ocorre é uma diferença no concei‐
to de redundância utilizado em cada uma das abordagens. A re‐
dundância definida a partir da fórmula de Kutzbach está relacio‐
nada com o número de variáveis necessárias para definir comple‐
tamente a configuração do mecanismo, ou seja, a posição e orien‐
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tação  de  cada  um  de  seus  elos.  Utilizando  a  fórmula  de 
(MARTINS;  PIGA‐CARBONI,  2008),  a  redundância  é  definida 
entre dois elos específicos, a base e o efetuador, não existindo a 
exigência de que  toda a  configuração do mecanismo  seja deter‐
minada.  
Considerando o manipulador como um mecanismo atuado 
onde a posição e orientação de todos os elos que o compõem de‐
vem ser conhecidas, é utilizado ao  longo do  texto o conceito de 
redundância definido a partir da fórmula de Kutzbach. 
Mas  independente da  fórmula utilizada para o  cálculo da 
mobilidade, ao considerar o robô paralelo (mecanismo de cadeia 
fechada)  inserido no meio  executando uma  tarefa  específica,  as 
mesmas  considerações  feitas  para  os  robôs  seriais  se  aplicam. 
Deve ser sempre analisado e definido o número de coordenadas d 
necessário para descrever o espaço da  tarefa. A  redundância ci‐
nemática do robô paralelo é então calculada pela equação (2.11). 
 
 
2.4 REDUNDÂNCIA DE ATUAÇÃO 
 
 
A redundância de atuação ocorre quando o número de jun‐
tas atuadas (juntas ativas) de um robô ou mecanismo é maior do 
que sua mobilidade. 
Na análise cinemática, a velocidade da junta atuada redun‐
dante é uma consequência direta da velocidade das demais juntas 
e  não  pode  ser  alterada  livremente. Na movimentação  de  um 
manipulador,  esta  atuação  redundante  pode  ser  utilizada  para 
permitir a passagem por posições singulares. 
Na análise estática, a principal consequência da redundân‐
cia de atuação é que, conhecidas as ações presentes no efetuador, 
não existe uma única solução para os torques ou forças aplicados 
em cada uma das juntas atuadas.  
Em  situações  em que  os  atuadores de um  robô ou meca‐
nismo  são  exigidos  ao  limite,  uma  distribuição  adequada  dos 
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esforços pode ser realizada devido à existência de redundância de 
atuação, reduzindo os efeitos de uma possível sobrecarga.  
A  redundância de atuação  também é  importante para au‐
mentar a confiabilidade de um mecanismo. Na falha de um atua‐
dor, o mecanismo pode continuar a funcionar normalmente utili‐
zando a atuação  redundante. A  rigidez de um mecanismo pode 
ser melhorada com a redundância de atuação. Outras motivações 
para utilização de robôs com redundância de atuação podem ser 
encontradas em Merlet (2002). 
Em manipuladores seriais, todas as juntas têm de ser atua‐
das para garantir sua movimentação e sustentação. Como a mobi‐
lidade  é  igual  ao  número de  juntas, não  existe  redundância de 
atuação neste tipo de manipulador. Mas quando empregados em 
tarefas cooperativas, pode‐se considerar que ocorre o fechamento 
da cadeia e podem surgir redundâncias de atuação. 
Um  exemplo de  tarefa  cooperativa  é  o  compartilhamento 
de  carga mostrado  na  Figura  2.8(a). A utilização de dois  robôs 
seriais planares na  execução desta  tarefa pode  ser  representada 
através de grafos como um mecanismo de cadeia fechada (Figura 
2.8(b)). Nesta configuração, o último elo dos dois manipuladores 
e a carga são considerados como um único elo rígido. A mobili‐
dade do sistema completo é M=3 e, como cada um dos robôs pos‐
sui  três  juntas  atuadas,  o número  total de  juntas  atuadas  ݆௔ do 
sistema é igual a 6.  Quando não existem restrições de movimen‐
tação  impostas pelo meio, o grau de redundância de atuação ܴ௔ 
pode ser calculado a partir da mobilidade do sistema e do núme‐
ro de juntas atuadas pela equação: 
ܴ௔ ൌ ݆௔ െ ܯ  (2.17) 
Devido à redundância de atuação, a carga pode ser distri‐
buída de forma distinta entre os dois robôs. Se o manipulador M1 
tiver maior capacidade de carga, é desejável que suporte mais do 
que a metade da carga, evitando a sobrecarga do manipulador M2 
com menor capacidade de carga. 
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(a) Estrutura cinemática 
 
(b) Grafo correspondente 
Figura 2.8: Robôs seriais em tarefa de compartilhamento de carga 
 
 Nos manipuladores  paralelos  (mecanismos  de  cadeia  fe‐
chada) existem  juntas atuadas (ativas) e  juntas não atuadas (pas‐
sivas). E escolha das juntas a serem atuadas é um critério de pro‐
jeto que não afeta as configurações possíveis de serem alcançadas 
nem o volume de  trabalho do manipulador. Existem duas abor‐
dagens  diferentes  na  literatura  para  conceituar  redundância  de 
atuação de manipuladores paralelos.  
Na  abordagem  apresentada  por Hunt  (1978)  e  estendida 
por Dasgupta e Mruthyunjaya  (1998), um manipulador somente 
será paralelo se em cada uma das suas pernas existir apenas um 
atuador. Se houver mais de um atuador em cada perna, o mani‐
pulador é considerado híbrido. Utilizando este conceito, o mani‐
pulador paralelo  terá  redundância de atuação  se  existir um nú‐
mero maior de pernas do que o necessário para posicionar e ori‐
entar o efetuador do robô. 
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Na abordagem utilizada por Merlet  (2000), o manipulador 
paralelo pode ter mais de um atuador em cada perna e a redun‐
dância  de  atuação  ocorre  quando  o  número  de  juntas  ativas  é 
maior que a mobilidade do mecanismo. A redundância de atua‐
ção  pode  ocorrer  pelo  acréscimo  de  atuador  em  uma  perna  já 
existente ou pela adição de uma nova perna com no mínimo uma 
junta ativa. Ao longo do texto é utilizada a abordagem de Merlet 
para definir a redundância de atuação de manipuladores parale‐
los. 
Para exemplificar o conceito de redundância de atuação em 
manipuladores paralelos, o mecanismo da Figura 2.2(a) de mobi‐
lidade M=3  é utilizado. Para movimentar  este  robô  ao  longo de 
todas as  trajetórias possíveis, considerando seu espaço de  traba‐
lho, o número mínimo necessário de juntas ativas é três, podendo 
permanecer  as  demais  passivas.  Se  no  projeto  inicial  as  juntas 
ativas são as indicadas pelas letras A, B e C e, se por algum moti‐
vo, é posteriormente adicionado um atuador à  junta D, este me‐
canismo  passará  a  ter  quatro  juntas  atuadas  e  existirá  uma  re‐
dundância de atuação cujo grau pode ser determinado pela equa‐
ção (2.17). A redundância de atuação também poderia ser obtida 
neste mecanismo pela adição de uma perna com no mínimo uma 
junta atuada.  
A  redundância de atuação não é uma característica da ca‐
deia  cinemática. Nos  robôs  seriais, a  redundância de atuação o‐
corre somente quando, na execução de uma  tarefa específica, o‐
corre o  fechamento da cadeia cinemática. Nos robôs paralelos, a 
existência de redundância de atuação depende exclusivamente de 
uma escolha feita pelo projetista em relação ao número de juntas 
atuadas. Para existir redundância de atuação, o número de juntas 
atuadas ݆௔ deve ser sempre maior que a mobilidade M do meca‐
nismo.
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A análise cinemática compreende tanto o estudo da posição 
(cinemática de posição)  como o da velocidade  (cinemática dife‐
rencial) de mecanismos.  Na cinemática direta de posição, a posi‐
ção linear ou angular das juntas ativas é conhecida e o objetivo é 
obter a posição de um elo ou de um ponto específico do meca‐
nismo.    Em  robôs  seriais,  este  ponto  em  geral  corresponde  ao 
efetuador. Em robôs paralelos, este ponto também é chamado de 
efetuador e corresponde em geral ao  centro da plataforma  livre 
do robô.  
Na cinemática direta diferencial, a velocidade linear ou an‐
gular das  juntas ativas é conhecida e o objetivo é obter a veloci‐
dade de um  elo  ou de um ponto  específico do mecanismo. Na 
cinemática inversa, a posição (ou velocidade) de um ponto espe‐
cífico do mecanismo é conhecida e o objetivo é encontrar a posi‐
ção (ou velocidade) das juntas atuadas (ASADA; SLOTINE, 1986).  
Na análise estática de mecanismos, o objetivo é determinar 
as solicitações existentes nas juntas e, quando houver contato com 
o meio, os  esforços  existentes na  interface. Em primeira  análise 
não abrange o estudo dos esforços  internos de  tração, compres‐
são,  torção ou cisalhamento existentes nos elos, mas, conhecidos 
os  esforços  nas  juntas,  os  esforços  internos  existentes  nos  elos 
podem ser determinados e utilizados no projeto dimensional do 
sistema.  
Neste  capítulo  é  apresentada  a  estática de  robôs  seriais  e 
paralelos, redundantes ou não, através da abordagem tradicional 
(diagrama de equilíbrio do corpo  livre) e através do método de 
Davies  (1981).   O  conceito  geral  de  cinemática  diferencial  para 
estes  tipos de mecanismos  também é apresentado. Para compre‐
ensão do método de Davies, conhecimentos básicos sobre  teoria 
dos helicoides e a utilização de uma  terminologia específica são 
discutidos. A resolução de estática de alguns mecanismos é mos‐
trada no  final do capítulo. Detalhes sobre a  formulação da cine‐
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mática diferencial através do método  convencional e através do 
método de Davies, com auxílio das cadeias virtuais,  juntamente 
com a resolução de alguns exemplos, são apresentados no Apên‐
dice A e no Apêndice B.  
 
 
3.1 REVISÃO SOBRE TEORIA DE HELICOIDES 
 
 
Formulada  inicialmente por Mozzi  (1763)  e  sistematizada 
por Ball (1900 ‐ reedição 1998), a teoria dos helicoides encontrou 
na robótica e no estudo de mecanismos um campo fértil para sua 
aplicação  (DAVIDSON; HUNT,  2004).  É  uma  ferramenta  capaz 
de representar o estado instantâneo de movimentos e de ações de 
corpos  rígidos no  espaço,  sendo por  isso  empregada na  análise 
cinemática e estática de mecanismos. 
 
 
3.1.1 Helicoides na Cinemática: o Heligiro 
 
 
O teorema de Mozzi afirma que as velocidades de um cor‐
po  rígido  em  relação  a um  referencial  fixo podem  ser descritas 
através de uma rotação diferencial ω em relação a um eixo fixo e 
uma translação diferencial τd na direção do mesmo eixo, ocorren‐
do  simultaneamente. O movimento  completo  combinando  rota‐
ção e translação é um movimento helicoidal que pode ser repre‐
sentado através de um heligiro $M (twist do inglês). A relação en‐
tre a velocidade  linear  e a velocidade angular de um heligiro  é 
denominada de passo h do heligiro. 
݄ ൌ ԡ߬ௗԡԡ߱ԡ  
(3.1) 
O heligiro $M pode ser representado através de dois vetores 
{ω; Vp}. O vetor ω é a velocidade angular do corpo em relação a 
3.1 Revisão sobre Teoria de Helicoides  65 
   
um referencial fixo dado por ω={L, M, N} onde L, M e N são res‐
pectivamente as velocidades angulares em torno de cada um dos 
eixos principais x, y e z do sistema de coordenadas referencial. O 
vetor Vp é a velocidade  linear de um ponto do corpo  instantane‐
amente na origem do sistema de referência dado por Vp ={P*, Q*, 
R*}, onde P*, Q* e R* são respectivamente as velocidades lineares 
nas direções de cada um dos eixos cartesianos x, y e z do sistema 
de coordenadas referencial. O vetor de velocidade Vp possui duas 
componentes, uma  relativa  à  velocidade  na direção do  eixo do 
heligiro, dada por   τ=hω, e outra relativa à velocidade perpendi‐
cular ao eixo do heligiro. Esta velocidade perpendicular ao eixo 
do heligiro é calculada pelo produto vetorial entre So e a veloci‐
dade angular ω, onde o vetor So é o vetor posição de algum ponto 
sobre o eixo do heligiro.  
Quando a parcela relativa à velocidade na direção do eixo 
do heligiro é nula, representa‐se a velocidade  linear na forma Vp 
={P,  Q,  R},  suprimindo‐se  o  asterisco  sobrescrito.  A  Figura  3.1 
apresenta o heligiro e seus componentes principais, onde p é um 
ponto pertencente ao corpo, instantaneamente na origem O‐XYZ, e 
SM é o vetor normalizado na direção do eixo do heligiro 
 
Figura 3.1: Componentes do heligiro 
p
τd
y
x
z
Soxω
Vp
τd =hω
So
SM
$M
ω
O
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É possível normalizar o heligiro, separando‐o em um com‐
ponente geométrico $෠ெ sem dimensão associada e um componen‐
te escalar ϕ com unidade de velocidade angular de forma que $ெ 
é dado por: 
$ெ ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ሬ߱Ԧ
െ െ
௣ܸሬሬሬԦ
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ ܮܯ
െܰ െ
ܲכ
ܳכ
ܴכ ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ 
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ Ԧܵெ߮
െ െ
൫ Ԧܵ଴x ሬܵሬԦெ ൅ ݄ Ԧܵெ൯߮ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ Ԧܵெ
െ െ
൫ Ԧܵ଴xሬܵሬԦெ ൅ ݄ Ԧܵெ൯ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
߮ ൌ $෠ெ߮ 
(3.2) 
A  linha que aparece no vetor do heligiro  tem como  finali‐
dade separar as componentes dos vetores (ω; Vp). Está separação 
não tem utilidade prática e é utilizada apenas nesta e na próxima 
seção  para  facilitar  a  compreensão  dos  conceitos  de  heligiro  e 
heliforça. Nas demais seções e capítulos deste trabalho esta sepa‐
ração é suprimida.  
 Na  cinemática  diferencial,  o  heligiro  pode  ser  utilizado 
tanto para representar o movimento de um elo em relação a um 
referencial  fixo  como para  representar o movimento  relativo de 
um  elo  em  relação  aos  elos  adjacentes. Em  ambas  as  situações, 
este movimento pode  ser associado aos movimentos permitidos 
pelas  juntas ou pares cinemáticos que constituem o mecanismo. 
Portanto, na análise cinemática de robôs deve‐se associar a cada 
junta um heligiro que representa os movimentos relativos permi‐
tidos pela junta. 
Nas juntas prismáticas, o único movimento relativo permi‐
tido é a translação na direção do eixo da junta. Não existe veloci‐
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dade angular e considera‐se que o heligiro possui passo h infinito. 
Sua representação para este tipo de junta fica reduzida a: 
$ெ ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 00
0െ െ
ܲכ
ܳכ
ܴכ ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ 
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 00
0െ െ
߬ ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ 0ሬԦ
െ െ
 ሬܵሬԦெۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
߮ ൌ $෠ெ߮ 
(3.3) 
onde a magnitude ϕ possui dimensão de velocidade linear. 
Nas  juntas rotativas, o único movimento permitido é a ro‐
tação  em  relação ao  eixo da  junta. Não  existe a  componente de 
velocidade linear na direção do eixo da junta e o passo do heligiro 
é zero. Sua representação para este tipo de junta fica reduzida a: 
$ெ ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ሬ߱Ԧ
െ െ
௣ܸሬሬሬԦ
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ ܮܯ
െܰ െܲ
ܳ
ܴ ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ
 
Ԧܵெ߮
െ െ
Ԧܵ଴x ߱ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ Ԧܵெ
െ െ
Ԧܵ଴xሬܵሬԦெۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
߮ ൌ $෠ெ߮ 
(3.4) 
onde a magnitude ϕ possui dimensão de velocidade angular. 
 A maioria dos manipuladores seriais apresenta apenas jun‐
tas prismáticas  e  rotativas. Nos  robôs paralelos, podem  ser  em‐
pregadas  também  juntas  esféricas,  cilíndricas  e outras. O movi‐
mento  permitido  por  cada  uma  destas  juntas  com mais  de  um 
grau de liberdade pode ser representado pelo movimento de jun‐
tas  rotativas  e/ou prismáticas  associadas  em  série. Assim,  inde‐
pendente do tipo de  junta utilizada, sempre é possível represen‐
tar seu movimento permitido através de uma das formas reduzi‐
das de heligiro  apresentadas, ou  através de uma  associação  em 
série delas.  
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3.1.2 Helicoides na Estática: a Heliforça 
 
 
O conjunto de todas as ações (forças e momentos) atuantes 
em um corpo  rígido pode  ser  reduzido a  sistema composto por 
uma força atuando ao longo de uma linha de ação e por um biná‐
rio paralelo à mesma linha (POINSOT, 1806). Na análise estática, 
dependendo do ponto  escolhido para  explicitar  as  equações de 
equilíbrio, esta força gera também um momento em relação a este 
ponto. 
Este sistema pode ser representado de forma unívoca atra‐
vés de uma heliforça $஺ (do inglês wrench). A heliforça é compos‐
ta por um vetor ܴ que  representa  a  força  atuando  ao  longo da 
linha  de  ação  normalizada  Ԧܵ஺  e  um  vetor  ௣ܶ  que  representa  o 
momento  calculado  em um ponto  específico do  corpo. As  com‐
ponentes  {L, M,  P}  da  força  ሬܴԦ,  representam  respectivamente  as 
forças nas direções de cada um dos eixos cartesianos x, y e z do 
sistema de  coordenadas  referencial. O momento  ሬܶԦ௣  é  composto 
pelo  binário  ሬܶԦ de  eixo paralelo  a  Ԧܵ஺  e pelo momento devido  à 
atuação da força  ሬܴԦ, calculado pelo produto vetorial entre os veto‐
res So e R (Figura 3.2). As componentes {P*, Q*, R*} do momento 
ሬܶԦ௣ representam respectivamente os momentos em  torno de cada 
um dos eixos cartesianos x, y e z do sistema de coordenadas refe‐
rencial. O vetor  Ԧܵ஺ é unitário e corresponde ao eixo de atuação da 
heliforça e o vetor So é o vetor posição de algum ponto  sobre o 
eixo SA da heliforça, em relação ao ponto p escolhido para explici‐
tar as equações de equilíbrio.  
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Figura 3.2: Componentes da heliforça 
 
O binário  ሬܶԦ tem unidade de [força] x [comprimento] e pode 
ser relacionado à força  ሬܴԦ através do passo h da heliforça por:  
ሬܶԦ ൌ ݄ ሬܴԦ  (3.5)
É  possível  normalizar  a  heliforça,  separando‐a  em  um 
componente geométrico $෠஺  sem dimensão associada  e um  com‐
ponente escalar ψ com unidade de força de forma que: 
$஺ ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ
௣ܶሬሬሬሬԦ
െ െ
ሬܴԦ
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ ܲ
כ
ܳכ
ܴכെ െܮ
ܯ
ܰ ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ 
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ൫ Ԧܵ଴x  ሬܴԦ ൅ ݄ ሬܴԦ൯
െ െ
ሬܴԦ
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ൫ Ԧܵ଴x ሬܵሬԦ஺ ൅ ݄ Ԧܵ஺൯߰
െ െ
Ԧܵ஺߰
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ൫ Ԧܵ଴x ሬܵሬԦ஺ ൅ ݄ Ԧܵ஺൯
െ െ
Ԧܵ஺
ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
߰ ൌ $෠஺߰ 
(3.6) 
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O
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Quando  a  heliforça  é  apresentada  neste  formato,  com  o 
momento na parcela superior, a formação é dita radial. Se o mo‐
mento encontra‐se na parcela inferior, a formação é dita axial. Ao 
longo do texto são utilizadas as duas formações, sendo enfatizada 
em cada situação qual a formação adotada.  
Na análise estática de robôs, as ações  transmitidas ou res‐
tringidas por uma junta que acopla dois elos consecutivos podem 
ser representadas através de uma heliforça. Como o escalar ψ que 
define o eixo de ação em geral não aponta em uma das direções 
cartesianas do sistema de coordenadas escolhido como referência 
do  sistema,  é  usual  representar  cada  restrição  através  de  uma 
heliforça denominada heliforça unitária. A heliforça resultante é o 
somatório das heliforças unitárias existentes.  
Respeitando as convenções de um sistema de coordenadas 
O‐xyz dextrogiro,  as  restrições podem  ser decompostas  em  três 
forças Fx , Fy e Fz e em três momentos Mx , My e Mz em relação aos 
eixos x, y e z do espaço cartesiano. 
Se  a  heliforça  representar  um  binário  (momento  puro),  o 
passo h da heliforça é considerado  infinito e a força  ሬܴԦ vale zero. 
Só existirá, portanto, a componente  ሬܶԦ da heliforça que pode  ser 
decomposta nas direções cartesianas do sistema de referência de 
forma que: 
$஺ ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ሬܶԦ
െ
0ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓܯ௫ܯ௬
ܯ௭െ00
0 ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓܯ௫00
െ00
0 ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
൅
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ 0ܯ௬
0
െ00
0 ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
൅
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 00ܯ௭െ00
0 ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ
ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ100
െ00
0ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
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Nesta forma reduzida, a dimensão das magnitudes de cada 
uma das heliforças unitárias é [força] x [distância]. 
Se a heliforça representar forças puras, o passo h é zero e a 
componente  ௣ܶሬሬሬሬԦ que representa o momento fica reduzida a  Ԧܵ଴ x  ሬܴԦ. 
Conhecidas as coordenadas px, py e pz que determinam o vetor So , 
cada uma das restrições pode ser escrita na forma de uma helifor‐
ça unitária e a magnitude de cada uma delas apresenta dimensão 
de força.  
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Na análise estática de mecanismos pelo método de Davies, 
é conveniente que  todas as heliforças existentes  sejam  represen‐
tadas em relação ao mesmo ponto (em geral a origem do sistema), 
evitando  a  necessidade  de  transformações  de  coordenadas  na 
determinação das equações de equilíbrio. 
 
 
3.2 MÉTODO DE DAVIES: TERMINOLOGIA E PRINCÍPIOS 
FUNDAMENTAIS 
 
 
A metodologia de Davies para análise cinemática e estática 
está baseada na Lei dos circuitos e na Lei dos nós de Kirchhoff 
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(DAVIES,  1995).  As  definições  utilizadas  por  Davies,  a  seguir 
descritas, são necessárias para a compreensão do método.  
A  velocidade  rotacional  e  a  velocidade  translacional  que 
definem o estado cinemático de um corpo são os movimentos. As 
forças e momentos que surgem na interação entre dois corpos são 
as  ações. Na  análise  cinemática  utiliza‐se  de  forma  genérica  o 
termo movimento para representar as velocidades  lineares e an‐
gulares a na análise estática utiliza‐se de forma genérica o termo 
ação para representar forças e momentos. 
Um acoplamento é o meio pelo qual as ações são transmiti‐
das entre os corpos, podendo permitir movimento relativo entre 
eles. As  juntas  são  acoplamentos que permitem no mínimo um 
grau de liberdade. 
Uma  rede de acoplamentos é  formada por  corpos  (elos) e 
seus acoplamentos. Entre cada par de corpos há sempre um aco‐
plamento que pode  ser ativo ou passivo. Nos acoplamentos ati‐
vos, a ação ocorre com a conversão de potência mecânica em ou‐
tra forma de potência e vice‐versa. O acoplamento ativo será uma 
entrada ou  fonte quando  fornece potência à rede de acoplamen‐
tos. Saída ou receptor é o acoplamento ativo que retira potência 
da rede de acoplamentos. Quando não ocorre geração nem con‐
sumo de potência o acoplamento é dito passivo. Os conceitos de 
mobilidade, grau bruto de liberdade e de restrição definidos para 
mecanismos  na  Seção  2.2  aplicam‐se  ao  formalismo  de  Davies 
para redes de acoplamento. 
Redes de acoplamento com mobilidade M=0, onde não exis‐
te  a  possibilidade  de movimento  relativo  entre  os  corpos,  são 
chamadas de estruturas. Se uma estrutura possui grau líquido de 
restrição maior  do  que  zero  é  dita  super‐restringida  (do  inglês 
overconstrained) ou hiperestática. 
As cadeias cinemáticas são redes de acoplamento que apre‐
sentam movimento  relativo  entre  seus  corpos  ou  elos,  ou  seja, 
mobilidade M>0. Este movimento  relativo é definido  como uma 
sub‐restrição (do inglês underconstrained) da rede.  
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As ações externas atuam sobre as redes de acoplamento a‐
través de um par de  terminais denominados porta da rede. Se a 
ação externa fornece energia ao sistema, atua sobre uma porta de 
entrada. Se a ação externa consome energia ao sistema, atua sobre 
uma porta de saída.  
Um mecanismo  é  uma  cadeia  cinemática  onde  existe  ao 
menos uma porta de entrada. É considerado atuado quando exis‐
tem atuadores acoplados às suas portas de entrada. Quando um 
dos elos ou um ponto de um elo do mecanismo é definido como 
sendo o efetuador final (EF), ou simplesmente efetuador, o meca‐
nismo atuado passa a ser chamado de manipulador. 
Na análise estática de redes de acoplamento, a existência de 
equações  linearmente  dependentes  (redundantes)  implica  na  e‐
xistência de sub‐restrições. As sub‐restrições não impossibilitam a 
análise estática, mas as ações possíveis não são  livres. Ações ex‐
ternas  aplicadas  ao mecanismo  em  determinadas  direções  não 
podem  ser  compensadas,  gerando  movimentos,  e  o  equilíbrio 
estático não pode  ser alcançado, a não  ser pela adição de outra 
ação externa. 
 
 
3.3 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DE ROBÔS SERIAIS E 
PARALELOS 
 
 
A  cinemática  diferencial  estabelece  uma  relação  entre  os 
movimentos  das  juntas  do  robô  e  o movimento  de  um  ponto 
importante  do  robô.  Este  ponto  em  geral  é  onde  ocorre  a 
interação  do  robô  com meio,  seja  através  de  contato  físico  ou 
através  da  manutenção  de  uma  distância  controlada.  Como 
descrito  anteriormente,  nos  manipuladores  este  ponto  é  o 
efetuador, que pode  ser uma garra, uma  ferramenta para  solda 
ponto,  uma  pistola  para  aplicação  de  tinta  e  outros.  Os 
movimentos  são  sempre calculados em  relação a um  referencial 
que em geral é o elo fixo da base do robô. 
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Na  cinemática  diferencial,  a  relação  entre  as  velocidades 
das  juntas e a velocidade do efetuador pode ser determinada na 
forma matricial pela matriz jacobiana J do manipulador, também 
referenciada na  literatura como Jacobiano. Em Tsai (1999) e suas 
referências são apresentados os principais métodos para determi‐
nação do  Jacobiano de robôs seriais e paralelos. Considerando ߠሶ  
um vetor contendo as velocidades das juntas (rotação ou transla‐
ção) e ݔሶ  a velocidade do efetuador (rotação e translação), a cine‐
mática direta nos manipuladores seriais é dada por: 
ݔሶ ൌ ܬߠሶ   (3.9) 
Nos robôs paralelos, é usual apresentar o Jacobiano em du‐
as parcelas. Conhecida a função ݂ሺݔ, ߠሻ que estabelece a cinemáti‐
ca de posição do robô,  ܬ௫ é a derivada parcial da função f em re‐
lação a x e ܬఏ é a derivada parcial de ݂ em função de θ. A cinemá‐
tica dos manipuladores paralelos pode ser escrita na forma: 
ܬ௫ݔሶ ൌ ܬఏߠሶ   (3.10) 
Independente do tipo de robô e do procedimento utilizado 
para  encontrá‐la,  o  Jacobiano  sempre  irá  depender  da  posição 
atual do robô, ou seja, das coordenadas atuais das juntas do robô. 
Para o cálculo da cinemática diferencial é necessário o cálculo da 
cinemática de posição, podendo ser empregados métodos geomé‐
tricos ou numéricos para obtê‐la. 
Na ausência de redundâncias cinemáticas, o Jacobiano dos 
manipuladores seriais é uma matriz quadrada e possui dimensão 
j *  j, onde  j é  igual ao número de  juntas, ou, da mesma forma, à 
mobilidade  da  cadeia  cinemática.  Não  existindo  dependência 
linear  (singularidades), a matriz  jacobiana admite  inversa e a ci‐
nemática inversa pode ser escrita na forma: 
ߠሶ ൌ ܬିଵݔሶ   (3.11) 
Nos robôs paralelos, na ausência de singularidades e de re‐
dundâncias  cinemáticas  e de  atuação,  tanto  a matriz  ܬ௫  como  a 
matriz  ܬఏ  admitem  inversa  e  as  relações  podem  ser  escritas  na 
forma: 
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ߠሶ ൌ ܬఏିଵܬ௫ݔሶ ൌ ܬݔሶ  
ݔሶ ൌ ܬିଵߠሶ  
(3.12) 
(3.13) 
A matriz J resultante possui dimensão ja x ja, onde ja corres‐
ponde ao número de juntas ativas. Observe que no caso de robôs 
paralelos o Jacobiano possui definição inversa ao de robôs seriais. 
Considerando a existência das  juntas passivas  jp, o número  total 
de juntas j desta classe de mecanismos é igual a ja + jp. As veloci‐
dades das juntas passivas em geral não são importantes na análi‐
se cinemática e não aparecem no vetor de velocidade das  juntas. 
O processo de cálculo do  Jacobiano exige sempre alguma mani‐
pulação algébrica para eliminação das equações relativas às  jun‐
tas passivas. 
A cinemática diferencial não é utilizada diretamente na me‐
todologia de otimização proposta neste trabalho. Mas o princípio 
do trabalho virtual e o princípio da ortogonalidade apresentados 
na Seção 3.5 permitem, sob certas condições, obter as equações da 
estática a partir das equações da cinemática diferencial. Por este 
motivo, o procedimento para o cálculo da cinemática diferencial 
de robôs seriais e paralelos através do método de Davies, com o 
emprego da cadeia virtual, é apresentado no Apêndice A. Exem‐
plos de cálculo e abordagens existentes na literatura para resolver 
a  cinemática diferencial de  robôs  cinematicamente  redundantes 
são apresentados no Apêndice C.  
 
 
3.4 ANÁLISE ESTÁTICA DE ROBÔS 
 
 
A análise estática de um mecanismo é em geral baseada na 
solução das  equações de  equilíbrio  que  caracterizam  o  sistema. 
Os  robôs são mecanismos atuados que possuem no mínimo um 
grau  de  liberdade.  Para  que  exista  um  equilíbrio  estático  deve 
haver a presença ações externas através de suas portas de entrada 
e de saída. Consideram‐se ações externas os torques e forças dos 
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atuadores, as  forças gravitacionais e as  forças e momentos exis‐
tentes na interação do robô com o meio (DAVIES, 1983).  
Na análise estática de mecanismos podem‐se aplicar ações 
nos atuadores e calcular os esforços que o robô impõe ao meio ou 
podem‐se aplicar ações de contato e calcular ações nos atuadores 
necessários para equilibrá‐las.  
Definindo como τ as forças e momentos aplicados pelos a‐
tuadores e como F as forças e momentos aplicados pelo meio, em 
geral o objetivo é estabelecer uma relação entre τ e F na forma: 
߬ ൌ ݂ሺߠሻܨ  (3.14) 
onde a  função  f depende apenas da posição atual das  juntas do 
manipulador. 
Existem vários métodos empregados no cálculo da estática 
de mecanismos espaciais como o método vetorial, vetores duais e 
quaternions  duais, método  de Davies  utilizando  helicoides  e  o 
princípio  do  trabalho  virtual  (CAZANGI,  2008). Nas  próximas 
seções  é  apresentado,  tanto para  robôs  seriais  como para  robôs 
paralelos, o método de Davies. O método baseado no diagrama 
do corpo livre é apresentado no Apêndice A. Estes métodos apli‐
cam‐se a robôs que não possuem redundância de atuação. Consi‐
derações  sobre a  estática de  robôs  com  redundância de atuação 
são apresentadas também no Apêndice A. 
 
 
3.4.1 Estática de Robôs: Método de Davies 
 
 
Para  a  análise  estática  de  cadeias  cinemáticas  através  do 
método de Davies, as  forças externas aplicadas devem ser  inter‐
nalizadas  de  forma  que  a  cadeia  fique  super‐restringida 
(DAVIES,  1983).    Originalmente  desenvolvida  para  cadeias  fe‐
chadas,  o  conceito pode  ser  estendido para  cadeias  cinemáticas 
abertas através do fechamento da cadeia no ponto de contato com 
o meio (ERTHAL, 2010).  
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As equações de equilíbrio são obtidas dos grafos que repre‐
sentam os mecanismos aplicando‐se a lei dos cortes, que estabele‐
ce que a soma algébrica das heliforças que pertencem ao mesmo 
corte é zero. Cada corte segmenta o mecanismo em subconjuntos 
onde, para cada um deles, o equilíbrio estático deve ser preserva‐
do. Considerando  o  grau  bruto de  restrição  C  e utilizando‐se  o 
conceito de heliforças, pode‐se escrever para cada corte a equação 
de equilíbrio na forma matricial: 
෍$஺ ൌ ሾܣ஽ሿఒ,஼ ൌ ൣܣመ஽൧ఒ,஼ሼ߰ሽ஼,ଵ ൌ ሼ0ሽఒ,ଵ  (3.15) 
onde ܣ஽ é a matriz das ações do corte e ܣመ஽ é a matriz de ações 
unitárias do corte. 
O procedimento para definir o número mínimo de  cortes 
necessários (cortes fundamentais) consiste em escolher as cordas 
e os  ramos da  árvore definida  a partir do grafo. Respeitando  a 
definição de corte, o número de cortes fundamentais k é igual ao 
número de arestas do grafo menos o número de  circuitos  inde‐
pendentes. Considerando um espaço de dimensão λ, de cada cor‐
te podem ser definidas λ equações de equilíbrio e o número total 
de equações é λk.  
O grau bruto de restrição C considera tanto as restrições in‐
ternas como as restrições impostas pelas ações externas. O núme‐
ro de variáveis necessárias para definir estaticamente o mecanis‐
mo é definido como o grau líquido de restrição Cn e é determina‐
do por: 
ܥ௡ ൌ ܥ െ ߣ݇  (3.16) 
Se o número de variáveis conhecidas é menor que Cn, o me‐
canismo será estaticamente indeterminado. 
As equações de equilíbrio do mecanismo são obtidas conca‐
tenando‐se convenientemente as matrizes de ação de cada corte 
em uma única matriz ܣே denominada de matriz de ações de rede. 
Como para cada corte existem λ linhas, o número total de linhas 
da matriz ܣே  é  λk. Cada  coluna deverá  conter as dimensões de 
uma única heliforça. Se a heliforça faz parte do corte, os elemen‐
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tos da matriz correspondentes ao corte em questão são preenchi‐
dos com as dimensões da heliforça,  respeitando a convenção de 
sinais  estabelecida pelo digrafo.  Se  a heliforça não  faz parte do 
corte, os elementos da matriz correspondentes assumem o valor 
zero. Aplicando o conceito de heliforça unitária, a matriz de ações 
de rede pode ser escrita como o produto entre a matriz de ações 
unitárias de rede ܣመே e o vetor das magnitudes da heliforça. Como 
para cada corte o somatório das heliforças é zero, as equações de 
equilíbrio utilizando o método de Davies podem  ser escritas na 
forma: 
ሾܣேሿఒ௞,஼ ൌ ൣܣመே൧ఒ௞,஼ሼ߰ሽ஼,ଵ ൌ ሼ0ሽఒ௞,ଵ  (3.17) 
Para  resolver a estática, há a necessidade de  identificar as 
Cn  variáveis  conhecidas  (variáveis  primárias)  e  as  λk  incógnitas 
(variáveis  secundárias). A  equação  (3.17)  deve  ser manipulada 
separando‐se  a matriz de  ações de  rede  em matriz de  ações de 
rede primária ܣመே௣ e secundária ܣመே௦ e o vetor de magnitudes das 
heliforças em vetor de magnitudes primárias ߰௣ e secundárias ߰௦, 
obtendo‐se:  
ሼ߰௦ሽఒ௞,ଵ ൌ ቂെܣመே௦ିଵቃఒ௞,ఒ௞ ൣܣመே௣൧ఒ௞,஼೙൛߰௣ൟ஼೙,ଵ  (3.18) 
Todas as heliforças devem obrigatoriamente estar represen‐
tadas no mesmo sistema de referência. 
Esta  equação  fornece as magnitudes das heliforças das  λk 
incógnitas em função das Cn variáveis conhecidas, determinando 
as ações necessárias para que exista equilíbrio estático. As variá‐
veis conhecidas são em geral ações externas, podendo tanto ser as 
ações de  interação do efetuador  com o meio  como as ações dos 
atuadores.  
Da forma apresentada, o método de Davies aparentemente 
funciona apenas para mecanismos de cadeia fechada. Para meca‐
nismos de cadeia aberta, há a necessidade de promover o fecha‐
mento  da  cadeia.  Isto  pode  ser  feito  considerando‐se  que  o  fe‐
chamento da cadeia ocorre no ponto de contato do efetuador com 
o meio. 
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Independente da  técnica utilizada haverá  sempre a neces‐
sidade de conhecer o posicionamento atual das  juntas e elos do 
manipulador. Na Seção 3.7 são apresentados exemplos de cálculo 
da  estática de  robôs  paralelos  e  seriais  utilizando  o método  de 
Davies.  
 
 
3.5 PRINCÍPIO DO TRABALHO VIRTUAL E DA 
ORTOGONALIDADE 
 
 
Na cinemática diferencial é estabelecida através do  Jacobi‐
ano uma relação entre as velocidades das juntas do manipulador 
e  a  velocidade do  efetuador. Na  estática,  o  objetivo  em  geral  é 
estabelecer uma relação entre os torques e as forças aplicados nos 
atuadores e as ações transmitidas no contato do efetuador com o 
meio. O  princípio  do  trabalho  virtual  permite  estabelecer  uma 
relação entre a matriz  jacobiana e a matriz de transformação das 
ações (ASADA; SLOTINE, 1986). 
Movimentos  imaginários ou virtuais, que  indiquem deslo‐
camentos  e  rotações  assumidos  e não necessariamente  realistas, 
são  quantidades  diferenciais  de  primeira  ordem,  representados 
respectivamente por  ߜݏ  e  ߜݍ. O  trabalho virtual  ߜܹ  correspon‐
dente a um deslocamento virtual causado por uma força f é dado 
por: 
ߜܹ ൌ ்݂ߜݏ  (3.19) 
O trabalho virtual ߜܹ correspondente a uma rotação virtu‐
al causado por um momento M é dado por: 
ߜܹ ൌ ܯ்ߜݍ  (3.20) 
Em robôs manipuladores, o trabalho virtual realizado pelos 
torques e forças dos atuadores é definido por: 
ߜܹ ൌ ்߬ߜߠ  (3.21) 
onde τ é vetor que composto pelas forças e torques dos atuadores 
e ߜߠ é o vetor composto pelos deslocamentos e rotações virtuais 
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das  juntas. O trabalho virtual realizado pelas forças e momentos 
externos aplicados no efetuador é calculado por: 
ߜܹ ൌ ܨ்ߜݔ  (3.22) 
onde F é vetor que composto pelas forças e torques aplicados pelo 
meio  e  ߜݔ  é  o  vetor  composto  pelos  deslocamentos  e  rotações 
virtuais do efetuador. O trabalho virtual total de um manipulador 
é calculado por: 
ߜܹ ൌ ்߬ߜߠ െ ܨ்ߜݔ  (3.23) 
O princípio do  trabalho virtual estabelece que um sistema 
de corpos rígidos está em equilíbrio se o trabalho virtual realiza‐
do  por  todas  ações  externas  atuantes  no  sistema  for  nulo  para 
cada  deslocamento  virtual  independente  do  sistema.  Para  que 
exista  equilíbrio  em um mecanismo  robótico, pelo princípio do 
trabalho virtual: 
ߜܹ ൌ ்߬ߜߠ െ ܨ்ߜݔ ൌ 0 ou ்߬ߜߠ ൌ ܨ்ߜݔ  (3.24) 
Nos robôs seriais, os deslocamentos virtuais ߜݔ e ߜߠ são re‐
lacionados através da matriz jacobiana na forma: 
ߜݔ ൌ ܬߜߠ  (3.25) 
Substituindo‐se a equação (3.25) em (3.24) obtém‐se: 
்߬ߜߠ െ ܨ்ܬߜߠ ൌ ሺ்߬ െ ܨ்ܬሻߜߠ ൌ 0  (3.26) 
Como  a  equação  (3.26)  é verdadeira para qualquer deslo‐
camento arbitrário ߜߠ, tem‐se: 
்߬ െ ܨ்ܬ ൌ 0  (3.27) 
Tomando‐se a  transposta de  (3.27)  fica estabelecida a rela‐
ção: 
߬ ൌ ܬ்ܨ  (3.28) 
que mapeia  as  ações  externas  aplicadas no  efetuador nas  ações 
das  juntas necessárias para manter o equilíbrio estático do mani‐
pulador.  
Nos robôs paralelos, como o  jacobiano foi definido de ma‐
neira inversa ao jacobiano dos robôs seriais, a relação (3.28) pode 
ser obtida de maneira similar, mas apresentará formato inverso: 
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ܨ ൌ ܬ்߬  (3.29) 
As equações (3.28) e (3.29) evidenciam a existência de uma 
correspondência entre cinemática diferencial e estática em robôs 
seriais e paralelos. No entanto, estas equações somente são váli‐
das  se não existir nenhuma ação externa além das  forças  e mo‐
mentos nas  juntas e das  forças e momentos aplicados no efetua‐
dor pelo meio. Na existência de forças gravitacionais e de atrito, 
não  se  obtém,  utilizando  o  princípio  do  trabalho  virtual,  uma 
matriz que estabeleça uma relação direta entre a cinemática dife‐
rencial e a estática. 
A  correspondência  entre  cinemática  diferencial  e  estática 
também pode ser estabelecida através do princípio da Ortogona‐
lidade, apresentado por (ANDREWS, 1971). Considerando o mé‐
todo de Davies para análise cinemática e estática, pelo princípio 
da ortogonalidade é possível determinar a matriz dos cortes co‐
nhecendo  a matriz dos  circuitos  e vice‐versa. Quando  se deseja 
fazer a análise cinemática e estática de uma rede de acoplamen‐
tos,  pode‐se  construir  as matrizes  que  determinam  as  relações 
cinemáticas e obter, pelo princípio da ortogonalidade, as matrizes 
que determinam as relações de equilíbrio estático.  
O procedimento detalhado para utilização do princípio da 
ortogonalidade aplicado ao método de Davies é apresentado em 
(CAZANGI, 2008). Segundo este autor, sempre que for realizada 
a análise cinemática e estática de um mecanismo, o princípio da 
ortogonalidade pode ser empregado para minimizar erros, redu‐
zir  esforços  computacionais,  poupar  tempo  e  tornar  o  procedi‐
mento mais automatizado. As mesmas restrições apresentadas no 
emprego do princípio do  trabalho virtual quanto à existência de 
forças de atrito e gravitacionais, aplicam‐se à utilização do prin‐
cípio da ortogonalidade. 
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3.6 ANÁLISE COMPARATIVA DO MÉTODO DE DAVIES 
 
 
O método de Davies apresenta em relação à técnica do dia‐
grama do corpo livre e ao princípio do trabalho virtual as seguin‐
tes vantagens: 
 formalismo  claro para  resolução da análise estática de 
mecanismos; 
 facilidade de inclusão de ações externas adicionais; 
 formulação matricial; 
 facilidade  de  estender  a  análise  estática  de  um 
mecanismo específico para mecanismos similares. 
O  formalismo  do  método  de  Davies  é  evidenciado  pelo 
procedimento  sistematizado na  geração dos  grafos,  escolha dos 
cortes,  obtenção  das  matrizes  de  rede,  definição  das  variáveis 
primárias e manipulação das equações para obtenção das equa‐
ções de equilíbrio. 
O método de Davies permite com maior facilidade a inclu‐
são de ações externas, uma vez que a única alteração necessária é 
adicionar uma aresta ao grafo representando a heliforça da ação 
externa e fazer a alteração necessária na matriz de ações unitárias 
de  rede. Na  técnica  do  diagrama  do  corpo  livre,  a  inclusão  de 
uma  ação  externa  gera  a  necessidade  de  um  novo  processo  de 
substituição para obtenção das equações de equilíbrio.  
O  sistema  de  equações de  equilíbrio  é  gerado  através  do 
método de Davies diretamente em uma forma matricial, propício 
para ser resolvido através de técnicas computacionais.  
O método de Davies permite estender, apenas com altera‐
ções no grafo, nas heliforças e na matriz de ações unitárias, a está‐
tica de um mecanismo para mecanismos similares, onde arestas e 
juntas são adicionadas. 
Como desvantagem, o método de Davies é mais complexo, 
pois exige uma familiaridade com a teoria dos helicoides e inclui 
no  seu equacionamento as  forças e momentos  internos. Através 
de manipulação posterior, é possível eliminar as ações internas e 
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estabelecer uma relação apenas entre as ações dos atuadores e as 
ações externas aplicadas pelo meio. Mas este procedimento é tra‐
balhoso, principalmente considerando que o princípio do  traba‐
lho virtual já fornece está relação de forma direta. 
Para utilização da metodologia de otimização da capacida‐
de de força‐momento proposta nesta tese, o método de Davies é 
empregado devido às vantagens apresentadas. Mas o método não 
é  restritivo,  permitindo  que  qualquer  abordagem  existente  na 
literatura possa ser empregada na obtenção das equações de equi‐
líbrio de mecanismos, desde que estabeleça uma relação entre as 
ações de contato com o meio e as forças e momentos nos atuado‐
res.  
 
 
3.7  EXEMPLOS DE CÁLCULO DA ESTÁTICA DE 
MANIPULADORES 
 
 
Para exemplificar o método de Davies, é mostrado a seguir 
o cálculo da estática do manipulador serial PRRR e do manipula‐
dor paralelo 3‐RRR. No Apêndice A é feita uma análise compara‐
tiva da  resolução da estática do manipulador RRR pelo método 
convencional e pelo método de Davies. O objetivo não é avaliar a 
superioridade de um método em relação ao outro e sim identifi‐
car as potencialidades de cada um na solução de problemas. 
Independente do método empregado, a análise cinemática 
diferencial e a análise estática exigem que a configuração ou pos‐
tura  do  robô  seja  conhecida.  Portanto,  em  todos  os  exemplos, 
considera‐se resolvida a cinemática de posição, ou seja, a posição 
cartesiana de qualquer ponto do manipulador é conhecida. 
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3.7.1 Robô serial PRRR : análise estática pelo método de 
Davies 
 
 
O  robô  serial mostrado  na  Figura  3.3  é  planar,  com  uma 
junta  prismática  e  três  juntas  rotativas,  apresentando  grau  de 
mobilidade M=4. Trabalhando  em um  espaço de dimensão  três, 
independente  da  tarefa  que  executa,  apresenta  redundância  ci‐
nemática. 
 
Figura 3.3: Manipulador serial com três juntas rotativas e uma prismáti‐
ca 
 
A distância entre a origem e a junta A é fixa e igual a LF. A 
direção de atuação da junta prismática é definida pelo ângulo θA. 
As coordenadas de posição de cada uma das  juntas e as coorde‐
nadas do efetuador, referenciadas em relação ao sistema de coor‐
denadas O fixo da base, são conhecidas e definidas por: 
ܣ ൌ ൝ ஺ܺ஺ܻ0
ൡ ;  ܤ ൌ ൝
ܺ஻
஻ܻ0
ൡ ; ܥ ൌ ൝
ܺ஼
஼ܻ0
ൡ ; ܦ ൌ ൝
ܺ஽
஽ܻ0
ൡ ; ܲ ൌ ൝
ܺ௉
௉ܻ0
ൡ ;  (3.30) 
Para resolver a estática do robô PRRR pode‐se utilizar sem 
restrições o método do diagrama do  corpo  livre  e o método de 
Davies, procedendo de maneira similar ao apresentado no Apên‐
dice A  para  o  robô RRR.   Mas  o método  de Davies mostra  de 
forma mais direta e sistemática as variáveis primárias e secundá‐
x
y
z
O
A B
C 3
2
1
0
PD
θA
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rias e o grau de restrição da cadeia, facilitando a compreensão da 
influência da redundância cinemática na análise estática. 
O grafo de ações do robô PRRR é mostrado na Figura 3.4. O 
fechamento da cadeia ocorre no ponto P de contato entre o mani‐
pulador e o meio. Como cada uma das quatro juntas impõe duas 
restrições  ao movimento,  o  grau  bruto  de  restrição  das  forças 
internas é oito. As ações externas atuantes são os torques nas jun‐
tas rotativas B, C e D, a força na junta prismática A e as ações ܨ௫, 
ܨ௬ e ܯ௭ que o meio aplica no efetuador. Desconsiderando  forças 
de  atrito  e  o  efeito  da  gravidade,  o  grau  bruto  de  restrição  do 
robô é C=15.  
 
Figura 3.4: Grafo do manipulador serial PRRR 
 
O número de cortes k é quatro e o grau líquido de restrição 
é determinado por: 
ܥ௡ ൌ ܥ െ ߣ݇ ൌ 15 െ 3 x 4 ൌ 3  (3.31) 
Portanto, são necessárias  três variáveis primárias para de‐
terminar estaticamente o mecanismo.  
Os torques ܯ௭ಳ, ܯ௭಴  e ܯ௭ವ em torno do eixo z aplicados nas 
juntas atuadas B, C e D são representados de forma simplificada 
por τB, τC e τD respectivamente. Em cada um destas  juntas ocor‐
rem também forças nas direções cartesianas x e y, suportadas pela 
estrutura do manipulador. No  contato  com meio  considera‐se a 
c1
$C
$P
$B
$A
2
3
1
0
c2
c3
$D
c4
4
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presença de forças ܨ௫ e ܨ௬ nas direções x e y respectivamente e de 
um momento ܯ௭ em torno do eixo z. O atuador prismático aplica 
uma força FA na direção dada pelo ângulo θA e a estrutura do ma‐
nipulador suporta na  junta A um momento ܯ௭ಲe uma  força FPA, 
perpendicular à força FA. Para obter de forma direta das equações 
de equilíbrio da força aplicada na junta prismática, é conveniente 
escrever as forças ܨ௫ಲ e ܨ௬ಲ  em função de FA e FPA na forma:  
Considerando o espaço plano, as componentes P*, Q* e N 
das heliforças que representam as ações presentes em cada uma 
das juntas são nulas e não serão representadas. As heliforças po‐
dem  ser decompostas em um  somatório de  três heliforças, cada 
uma representando a ação em uma das direções cartesianas. Para 
as juntas rotativas e para o ponto de contato, as heliforças possu‐
em mesmo formato e podem ser escritas na forma: 
Na junta prismática, o momento gerado pela força FA em re‐
lação à origem é nulo e a heliforça pode ser escrita na forma: 
ܨ௫஺ ൌ ܨ஺cosሺߠிሻ െ ܨ௉஺senሺߠிሻ  (3.32) 
ܨ௬஺ ൌ ܨ஺senሺߠிሻ ൅ ܨ௉஺cosሺߠிሻ  (3.33) 
$஻ ൌ   $஻ெ௭൅$஻ி௫ ൅ $஻ி௬ ൌ ൝
1
0
0
ൡ ߬஻ ൅ ൝
െ ஻ܻ1
0
ൡܨ௫஻ ൅ ൝
ܺ஻0
1
ൡܨ௬஻ 
(3.34) 
$஼ ൌ   $஼ெ௭൅$஼ி௫ ൅ $஼ி௬ ൌ ൝
1
0
0
ൡ ߬஼ ൅ ൝
െ ஼ܻ1
0
ൡܨ௫஻ ൅ ൝
ܺ஼0
1
ൡ ܨ௬஼ 
(3.35) 
$஽ ൌ  $஽ெ௭൅$஽ி௫ ൅ $஽ி௬ ൌ ൝
1
0
0
ൡ ߬஽ ൅ ൝
െ ஽ܻ1
0
ൡܨ௫஽ ൅ ൝
ܺ஽0
1
ൡܨ௬஽ 
(3.36) 
$௉ ൌ   $௉ெ௭൅$௉ி௫ ൅ $௉ி௬ ൌ ൝
1
0
0
ൡܯ௭ ൅ ൝
െ ௉ܻ1
0
ൡ ܨ௫ ൅ ൝
ܺ௉0
1
ൡܨ௬ 
(3.37) 
$஺ ൌ ൝
1
0
0
ൡܯ௭஺ ൅ ൝
0
ܿ݋ݏሺߠிሻ
ݏ݁݊ሺߠிሻ
ൡܨ஺ ൅
ە
۔
ۓට ஺ܺଶ ൅ ஺ܻଶ
െݏ݁݊ሺߠிሻ
ܿ݋ݏሺߠிሻ ۙ
ۘ
ۗ
ܨ௉஺ 
(3.38)
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A matriz de ações de  rede AN pode  ser escrita a partir do 
grafo na forma: 
ܣே ൌ
ۏ
ێێ
ۍ$஺ 0 0 0 െ$௉0 $஻ 0 0 െ$௉
0 0 $஼ 0 െ$௉
0 0 0 $஽ െ$௉ے
ۑۑ
ې
 
(3.39) 
Utilizando o conceito de matriz de ações unitárias de rede e 
utilizando a formação radial, as equações de equilíbrio do mani‐
pulador podem ser escritas na forma matricial como: 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍܿ݋ݏሺߠிሻ െݏ݁݊ሺߠிሻ 0 0 0 0 0 0 0ݏ݁݊ሺߠிሻ ܿ݋ݏሺߠிሻ 0 0 0 0 0 0 0
0 ට ஺ܺଶ ൅ ஺ܻଶ 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
…
… 
0 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 െ1 0
0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ11 0 0 െ1 0 0
0 1 0 0 െ1 0
െ ஽ܻ ܺ஽ 1 ௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ە
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
۔
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ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۓ ܨ஺ܨ௉஺ܯ௭ಲܨ௫஻ܨ௬஻߬஻ܨ௫஼ܨ௬஼߬஼ܨ௫஽ܨ௬஽߬஽ܨ௫ܨ௬
ܯ௭ ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۗ
ൌ  
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ00
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
(3.40)
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A equação  (3.40)  fornece de  forma geral as equações de e‐
quilíbrio,  independente de quais  são as variáveis  conhecidas. O 
próximo passo da análise estática é definir quem são as variáveis 
primárias conhecidas, necessárias para determinação de todas as 
ações existentes no sistema. 
Escolhendo como variáveis primárias as  forças de  contato 
com o meio e escrevendo de forma compacta com a utilização das 
matrizes de ação unitárias de rede chega‐se a: 
ሼ߰௦ሽଵଶ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଵଶ,ଵଶ ൣܣመே௣൧ଵଶ,ଷ ቐ
ܨ௫ܨ௬
ܯ௭
ቑ 
(3.41) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ߬஻ …… ܨ௫஼ ܨ௬஼ ߬஼ ܨ௫஽ ܨ௬஽ ߬஽ൟ
  (3.42) 
As matrizes de ações de rede dependem da geometria e da 
posição  atual  do mecanismo. Na  ausência  de  singularidades,  a 
matriz de ações de rede secundária pode ser invertida e as ações 
secundárias  calculadas. Desta  forma, dadas  as  ações de  contato 
com o meio, calculam‐se as forças e momentos nos atuadores e as 
forças e momentos de reação em todas as juntas do manipulador. 
Escolhendo como variáveis primárias as ações nos atuado‐
res obtém‐se: 
ൣܣመே௦൧ଵଶ,ଵଵሼ߰௦ሽଵଵ,ଵ ൌ െൣܣመே௣൧ଵଶ,ସ ቐ
ܨ஺߬஻߬஼߬஽
ቑ 
(3.43) 
A matriz de ação de rede secundária não admite inversa é 
não é possível calcular as variáveis secundárias.  Isto ocorre por‐
que o grau de restrição  líquido do sistema é  três. Portanto, uma 
das ações nos atuadores sempre será dependente das outras três 
de  forma a garantir o  equilíbrio  estático. Escolhendo a  força na 
junta prismática A como variável secundária, o sistema pode ser 
escrito na forma: 
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ሼ߰௦ሽଵଶ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଵଶ,ଵଶ ൣܣመே௣൧ଵଶ,ଷ ቊ
߬஻߬஼߬஽
ቋ  (3.44) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦   é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ܨ௫஼ ܨ௬஼ … 
…ܨ௫஽ ܨ௬஽ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ்  
(3.45) 
E, desde que a matriz AN não  seja  singular, obtém‐se os valores 
das variáveis secundárias. 
A redundância cinemática em robôs seriais  implica que as 
ações nas juntas não são independentes. Se objetivo é aplicar uma 
ação  controlada  no meio  ou  suportar  uma  ação  aplicada  pelo 
meio, os  torques necessários nas  juntas para manter o equilíbrio 
estático  podem  ser  determinados  pela  equação  (3.41). Mas  não 
existe a liberdade de aplicar ações desejadas nas quatro juntas.  
No robô PRRR, definidos os torques nas  juntas rotativas, a 
força  na  junta  prismática  será  aquela  necessária  para manter  o 
equilíbrio estático do sistema. Se for aplicada uma força diferente 
da  necessária,  o  equilíbrio  estático  é  quebrado  e  não  pode  ser 
reestabelecido através de uma alteração nas ações de contato. O 
equilíbrio estático somente será alcançado novamente se houver 
uma nova composição de torques nas juntas rotativas. 
 
 
3.7.2  Robô Paralelo 3‐RRR : análise estática pelo método de 
Davies 
 
 
O robô paralelo 3‐RRR mostrado na Figura 3.5 possui  três 
pernas, sendo que em cada perna existem três juntas rotativas. O 
grau de mobilidade é três e, considerando o espaço plano e que o 
espaço da tarefa também possui dimensão três, não há redundân‐
cia cinemática. O sublinhado no primeiro R da sigla que caracte‐
riza  o mecanismo  indica  que  as  juntas  atuadas  são  as  três  que 
estão mais próximas da base  fixa, não havendo desta  forma  re‐
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dundância de atuação. O efetuador pode ser escolhido em qual‐
quer ponto do mecanismo, mas, para efeito de cálculo, o ponto P 
localizado no centro da plataforma móvel é considerado.  
Os elos são numerados de 0 a 7, sendo 0 elo fixo da base e 7 
o elo da plataforma móvel. As juntas são identificadas por Ai, Bi e 
Ci, onde o  subíndice  i  indica a qual perna a  junta pertence.   As 
juntas atuadas são A1, A2 e A3. 
 
 
Figura 3.5: Representação esquemática do manipulador paralelo 3‐RRR 
 
O grafo de ações do robô 3‐RRR e os cortes para obtenção 
das equações de equilíbrio são mostrados na Figura 3.6. As forças 
internas são as reações Fx e Fy em cada uma das nove juntas rota‐
tivas. As  forças externas são os  torques das  juntas ativas e as a‐
ções que o  efetuador  impõe ou  recebe do meio. No grafo, estas 
ações de contato são  identificadas pela heliforça $p, que aparece 
como uma aresta entre a plataforma móvel e o elo  fixo da base. 
Forças de atrito e gravitacionais foram desprezadas, mas podem 
ser inseridas quando desejado no equacionamento. 
O
x0
y0
A2
A3
B2
B3
B1
C1
C2
C3
4
5
6
1
2
P
3
A1 7
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Figura 3.6:  Grafo das ações do manipulador paralelo 3‐RRR 
 
Com 18 ações  internas, 3 ações de contato e 3  torques dos 
atuadores, o grau bruto de restrição do mecanismo é 24. Sendo as 
arestas das juntas A1 e A3 as cordas dos grafos, o número de cor‐
tes é sete. Considerando um mecanismo plano, o grau líquido de 
restrição é: 
ܥ௡ ൌ ܥ െ ߣ݇ ൌ 24 െ 3 כ 7 ൌ 3  (3.46) 
Portanto, o número de variáveis primárias necessárias para 
determinar  estaticamente  o mecanismo  é  três. As  variáveis pri‐
márias podem ser os torques nos atuadores ou as ações de intera‐
ção do robô com o meio.  
Nas  juntas ativas, utilizando a  formação  radial, as helifor‐
ças podem ser decompostas em um somatório de três heliforças, 
representando as forças nas direções x e y e o momento em torno 
do eixo z na forma: 
7
c1 c2
c3
$B1
$A1
$C1
$C2
$C3
$A2 $A3
$P
$B2
$B3
2 31
4 5
6
0
c4
c5c6
c7
$஺௜ ൌ ൝
0
0
1
ൡ ߬஺௜ ൅ ൝
1
0
െ ஺ܻ௜
ൡܨ௫஺௜ ൅ ൝
0
1
஺ܺ௜
ൡܨ௬஺௜ 
(3.47) 
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Nas juntas passivas, o momento é sempre nulo e as helifor‐
ças podem ser escritas como: 
E a heliforça que representa as ações de contato com o meio é: 
A matriz de ações de  rede AN pode  ser escrita a partir do 
grafo, respeitando o sentido das arestas e a escolha de cortes fei‐
tas: 
ܣே ൌ
ۏ
ێێ
ێێ
ێێ
ۍെ$஺ଵ $஺ଶ െ$஺ଷ 0 0 0െ$஺ଵ 0 െ$஺ଷ 0 $஻ଶ 0
െ$஺ଵ 0 െ$஺ଷ 0 0 0
0 0 $஺ଷ 0 0 െ$஻ଷ
0 0 $஺ଷ 0 0 0
$஺ଵ 0 0 0 0 0
$஺ଵ 0 0 െ$஻ଵ 0 0
… 
...
0 0 0 $௉
0 0 0 $௉
0 $஼ଶ 0 $௉0 0 0 0
0 0 െ$஼ଷ 0
െ$஼ଵ 0 0 00 0 0 0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 
(3.51)
onde cada  linha  representa um corte. As equações de equilíbrio 
do manipulador podem ser obtidas seguindo o mesmo procedi‐
mento adotado no cálculo da estática do robô serial RRR, obten‐
do‐se: 
$஻௜ ൌ   $஻௜ி௫ ൅ $஻௜ி௬ ൌ ൝
1
0
െ ஻ܻ௜
ൡܨ௫஻௜ ൅ ൝
0
1
ܺ஻௜
ൡܨ௬஻௜ 
(3.48) 
$஼௜ ൌ   $஼௜ி௫ ൅ $஻௜ி௬ ൌ ൝
1
0
െ ஼ܻ௜
ൡ ܨ௫஼௜ ൅ ൝
0
1
ܺ஼௜
ൡܨ௬஼௜ 
(3.49) 
$௉ ൌ $௉ெ௭൅$௉ி௫ ൅ $௉ி௬ୀ
ൌ ൝
1
0
0
ൡܯ௭ாி ൅ ൝
െ ௉ܻ1
0
ൡ ܨ௫ாி ൅ ൝
ܺ௉0
1
ൡ ܨ௬ாி 
(3.50) 
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ൣܣመே൧ଶଵ,ଶସሼ߰ሽଶସ,ଵ ൌ ሼ0ሽଶଵ,ଵ  (3.52) 
onde o vetor de magnitudes ߰  é dado por: 
߰ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ߬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ߬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…߬஺ଷ   ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ   ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ ܨ௬஼ଵ...
… ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫ாி ܨ௬ாி ܯ௭ಶಷൟ்  
(3.53) 
Se o objetivo é determinar os torques nas juntas necessários 
para equilibrar as ações de contato com o meio, as variáveis pri‐
márias são as ações de contato e a estática é resolvida por: 
ሼ߰௦ሽଶଵ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଶଵ,ଶଵ ൣܣመே௣൧ଶଵ,ଷ ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(3.54) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ߬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ߬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…߬஺ଷ   ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ   ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ ܨ௬஼ଵ...
… ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷൟ் 
(3.55) 
 Na ausência de singularidades, a matriz de ações de rede 
unitárias  secundárias  admite  inversa. Novamente  aparecem nas 
relações as forças de reação das juntas. Se desejado, deve ser utili‐
zada  a matriz  aniquiladora,  apresentada  no  Apêndice  A,  para 
eliminar as variáveis secundárias que não se necessita conhecer. 
Se o objetivo  é  encontrar as  forças de  contato dados os  torques 
nas  juntas,  a  equação  (3.54) pode  ser manipulada, definindo os 
torques das juntas como variáveis primárias. 
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4 CAPACIDADE DE FORÇA‐MOMENTO DE MANIPULA‐
DORES 
 
 
A capacidade de força‐momento de um manipulador é de‐
finida como a ação  (força e momento) máxima que este pode a‐
plicar  (ou suportar) em uma determinada pose  (posição e orien‐
tação  do  efetuador),  sem  ultrapassar  os  limites  dos  atuadores 
(NOKLEBY et al., 2005). A capacidade de força‐momento de um 
manipulador  depende  dos  limites  de  seus  atuadores,  de  suas 
características geométricas e de sua configuração. Diferentes con‐
figurações para o mesmo ponto de contato entre o manipulador e 
o meio podem  ser  obtidas  aproveitando‐se  a  redundância  cine‐
mática ou considerando‐se os diferentes modos de trabalho. Índi‐
ces de desempenho podem  ser utilizados para avaliar a  capaci‐
dade de força‐momento de manipuladores. 
Ao longo do texto, o termo capacidade de força‐momento é 
utilizado para expressar de  forma genérica  forças ou momentos 
máximos. Quando o contexto deixa  claro que  se  tratam exclusi‐
vamente de  forças máximas, o  termo capacidade de  força é em‐
pregado. 
Neste capítulo são discutidos os principais  fatores que  in‐
fluenciam a capacidade de  força‐momento de manipuladores. O 
conceito  de modo  de  trabalho  para manipuladores  com  redun‐
dância cinemática é definido. Os índices de desempenho existen‐
tes na  literatura  são  apresentados. As  abordagens  existentes na 
literatura para determinação da capacidade de força‐momento de 
manipuladores são apresentadas. A influência da rigidez do ma‐
nipulador  e  das  forças  gravitacionais  na  capacidade  de  força‐
momento é abordada. Ao longo do texto, os ângulos são forneci‐
dos preferencialmente em radianos. Mas, em algumas situações, 
valores  angulares  em  graus  são  utilizados  por  fornecem  uma 
melhor percepção do tema em estudo. 
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4.1 MODOS DE TRABALHO DE UM MANIPULADOR 
 
 
O modo de trabalho (working mode) está relacionado com a 
cinemática  inversa  de  posição  do  manipulador  (WENGER; 
CHABLAT, 1998). Conhecida a posição e orientação do efetuador, 
cada uma das soluções possíveis da cinemática inversa define um 
dos modos  de  trabalho  do manipulador.  Tanto manipuladores 
seriais  como  paralelos  podem  apresentar  diferentes  modos  de 
trabalho.   
Já os modos de montagem (assembly modes) estão relaciona‐
dos com a cinemática direta de posição do manipulador. Conhe‐
cidas as posições das juntas ativas, cada uma das soluções possí‐
veis da cinemática direta define um dos modos de montagem do 
manipulador (WENGER; CHABLAT, 1998). Apenas manipulado‐
res paralelos  e híbridos podem  apresentar diferentes modos de 
montagem.  
Como, em geral, na execução de uma tarefa o ponto de con‐
tato entre o manipulador e o meio é definido, somente a influên‐
cia dos diferentes modos de trabalho é analisado na determinação 
da  capacidade  de  força‐momento  de  manipuladores  ao  longo 
deste trabalho.  
Para o manipulador RRR, os dois modos de trabalho possí‐
veis  são mostrados  na  Figura  4.1,  definidos  pelo  ângulo  θB  da 
junta B. As expressões  ‘cotovelo para cima’ e  ‘cotovelo para bai‐
xo’ ou ‘ombro para cima’ e ‘ombro para baixo’ são também utili‐
zadas para diferenciar os modos de trabalho de um manipulador 
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). 
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     (a) Com 0 rad < θB < π rad             (b) Com ‐π  rad < θB < 0 rad 
Figura 4.1:  Modos de trabalho do manipulador planar RR 
 
Na presença de redundância cinemática, o termo modo de 
trabalho não é estritamente correto pois, para a mesma posição e 
orientação  do  efetuador,  o manipulador  pode  assumir  infinitas 
configurações. Assume‐se neste estudo que, a partir de uma posi‐
ção  inicial,  todas as  configurações que o manipulador  consegue 
atingir sem passar por uma singularidade, mantendo a posição e 
a orientação do efetuador constantes, pertencem ao mesmo modo 
de trabalho.  
Para o manipulador PRRR, os dois modos de trabalho pos‐
síveis são mostrados na Figura 4.2. Ao longo do texto, a expressão 
‘cotovelo para cima’ é utilizada para identificar as configurações 
em que  ‐π <θC < 0 e a expressão  ‘cotovelo para baixo’ é utilizada 
para identificar as configurações em que 0 < θC < π.   
 
(a) Com θC < 0 rad          (b) Com θc > 0 rad 
Figura 4.2:  Modos de trabalho do manipulador planar PRRR 
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Para passar de uma configuração cotovelo para cima para 
uma configuração cotovelo para baixo, o manipulador obrigatori‐
amente passará por uma posição em que as  juntas B, C e D esta‐
rão alinhadas, caracterizando uma singularidade. 
O conceito de modos de  trabalho é aplicado  tanto para os 
manipuladores seriais como para os paralelos. 
 
 
4.2 FATORES DE INFLUÊNCIA 
 
 
Na determinação da capacidade de  força‐momento de um 
manipulador, uma ou mais de  suas  juntas  são  levadas aos  seus 
limites máximos de atuação. Esta condição de limite de atuação é 
chamada de  saturação de  atuação  e  a  junta que primeiramente 
sofre saturação é definida como sendo a junta crítica do manipu‐
lador.  A  capacidade  de  força‐momento  de  um  manipulador  é 
determinada pela saturação de sua junta crítica. Para que não haja 
sobrecarga  nos  atuadores,  é  sempre  possível  estabelecer  que  a 
saturação de atuação ocorra em um valor  inferior ao  limite má‐
ximo de atuação, garantindo uma margem de segurança de ope‐
ração ao manipulador. 
Diversos  fatores como o  tipo de carga aplicada, as reações 
possíveis do meio, o modo de trabalho do manipulador, a singu‐
laridade, a redundância cinemática e a capacidade dos atuadores 
devem  ser  considerados  na  determinação  da  junta  crítica  e  da 
capacidade de força‐momento de manipuladores.  
Ao analisar a  influência destes fatores na determinação da 
capacidade de  força‐momento,  é  importante diferenciar  os  con‐
ceitos de aplicar uma ação no meio e de suportar uma ação  im‐
posta pelo meio. Na análise estática, ao aplicar uma ação no meio, 
as ações nos atuadores  são as variáveis primárias  e as ações de 
contato com o meio são as variáveis secundárias. Ou seja, o meio 
deve ser capaz de equilibrar as ações impostas pelo manipulador 
no ponto de contato. Ao suportar uma ação aplicada pelo meio, 
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as ações nos atuadores do manipulador passam a ser as variáveis 
secundárias. Para manter o equilíbrio estático, as ações aplicadas 
pelo meio devem ser suportadas pelas ações nos atuadores.  
Conforme  Nakamura  (1987),  para  aplicar  uma  ação  no 
meio em determinada direção, o manipulador deve ter mobilida‐
de, ou seja, capacidade de se movimentar nesta direção. Para su‐
portar uma ação  imposta pelo meio, não há necessidade do ma‐
nipulador apresentar mobilidade na direção da força aplicada. 
Nas seções 4.2.1 e 4.2.2, é feita a análise estática dos mani‐
puladores planares RR e RRRR. Os principais fatores que influen‐
ciam na capacidade de força‐momento são estudados. Os resulta‐
dos  obtidos  a partir deste  estudo  fornecem  informações  impor‐
tantes para  elaboração da metodologia  que  é  objetivo principal 
desta tese. 
 
 
4.2.1 Manipulador planar RR 
 
 
A influência da configuração, da singularidade e do tipo de 
ação aplicada na determinação da capacidade de carga pode ser 
entendida com a análise do manipulador planar RR mostrado na 
Figura 4.3.  
 
Figura 4.3:  Representação esquemática do manipulador planar RR 
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O elo 0 é o elo fixo da base, o elo 1 tem comprimento a1 e o 
elo 2  tem comprimento a2. Os ângulos das  juntas A e B são res‐
pectivamente θA e θB, definidos conforme indicado na Figura 4.3. 
O ponto P denota a posição do efetuador onde ocorre o contato 
com o meio. 
Para  este manipulador, o  Jacobiano  é definido por  (TSAI, 
1999): 
ܬ ൌ ൤െሺܽଵ ஺ܵ ൅ ܽଶ ஺ܵ஻ሻ െܽଶ ஺ܵ஻ܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻ ܽଶܥ஺஻ ൨ 
(4.1) 
onde  ஺ܵ e ܥ஺ representam, respectivamente, o seno e o cosseno do 
ângulo θA  e  ஺ܵ஻  e ܥ஺஻  representam,  respectivamente, o  seno  e o 
cosseno da soma dos ângulos θA e θB.  
Desprezando a gravidade e definindo os torques das juntas 
A  e  B  como  τA  e  τB  respectivamente,  obtém‐se  do  princípio  do 
trabalho virtual a relação: 
ቄ߬஺߬஻ቅ ൌ ܬ
் ൜ܨ௫ܨ௬ൠ 
(4.2) 
onde Fx e Fy são as forças nas direções cartesianas do sistema de 
coordenadas, aplicadas pelo manipulador no meio.  
Na análise estática, por ser um robô serial, as forças Fx e Fy 
existentes no contato entre o manipulador e o meio são transmiti‐
das da extremidade até a base, sendo suportadas pelas reações na 
estrutura do manipulador. Os torques nas  juntas A e B, necessá‐
rios para gerar as  forças Fx e Fy, dependem da distância entre o 
eixo que define  a  linha de  ação da  força  resultante  e  o  eixo de 
rotação das juntas.  
Conhecidas  as  forças  Fx  e  Fy  aplicadas  no  contato  com  o 
meio e a posição cartesiana das juntas no plano, o torque necessá‐
rio em cada junta para manter o equilíbrio estático pode ser calcu‐
lado de forma independente.  
Na análise estática do manipulador RR, considerando a po‐
sição mostrada na Figura 4.3, assume‐se uma condição arbitrária 
onde a junta A suporta um torque máximo equivalente ao dobro 
do torque máximo suportado pela junta B. Se for aplicada somen‐
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te uma força externa Fx, com Fy e Mz iguais a zero, o torque neces‐
sário na junta B é nulo pois a linha de ação da força passa sobre o 
eixo  da  junta.  Portanto,  apesar  da  junta  B  suportar  um  torque 
máximo inferior, a junta A é a junta crítica do sistema. Ao atingir 
a força máxima, a saturação de atuação ocorre na junta A devido 
à configuração do manipulador e devido ao tipo de carregamen‐
to. Alterando o tipo de carregamento ou a configuração do mani‐
pulador, nova análise estática faz‐se necessária para determinar a 
junta crítica do sistema. 
Na ausência de momentos externos, sempre que o eixo do 
vetor de força resultante interceptar o eixo de uma junta rotativa, 
o  torque necessário nesta  junta para suportar a força é nulo. Em 
posições singulares, como a mostrada na Figura 4.4 onde os ângu‐
los das  juntas A e B são nulos, pode‐se aproveitar esta premissa 
para obter uma  capacidade de  força‐momento  elevada  em uma 
determinada direção.  
 
Figura 4.4:  Configuração do manipulador planar RR com θA e θB igual a 
0 rad 
 
Se o objetivo é suportar uma força aplicada somente na di‐
reção x, o torque nas  juntas necessário para suportar esta força é 
nulo e  toda a carga  será suportada pela estrutura do manipula‐
dor.  
Aparentemente  é uma boa alternativa utilizar a  singulari‐
dade para reduzir os esforços nas juntas e aumentar a capacidade 
de  força‐momento de manipuladores, mas existem algumas  res‐
trições e cuidados que devem ser observados. Para deslocar‐se até 
uma posição singular, a movimentação do manipulador deve ser 
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executada no espaço das juntas e não no espaço cartesiano, o que 
não  é  usual  no  planejamento  de  tarefas  de  robôs  industriais. 
Mesmo que o manipulador consiga atingir a posição singular, é 
provável que somente possa suportar forças e não aplicar forças 
na direção x. Isto ocorre porque em posições singulares a mobili‐
dade do manipulador fica reduzida. Neste caso particular, o ma‐
nipulador não pode deslocar‐se na direção x e, portanto, não po‐
de aplicar forças nesta direção. 
Na determinação da capacidade de força‐momento de ma‐
nipuladores, outro ponto a ser considerado é se a força desejada 
de  contato  deve  obrigatoriamente  ser  aplicada  apenas  em  uma 
direção específica (força pura) ou se uma composição de forças e 
momentos pode ser aceita. Suponha que o manipulador mostrado 
na Figura 4.5 é empregado em uma tarefa onde deve ser aplicada 
a maior força possível na direção y.  
 
Figura  4.5:   Configuração  do manipulador  planar RR  com  θA=0  rad  e 
θB=π/4 rad 
 
Assumindo  que  elos  possuem  o  mesmo  comprimento 
(a1=a2) e que o torque máximo ߬஺௠á௫ suportado pela junta A é três 
vezes maior que o torque máximo ߬஻௠á௫ suportado pela B, a junta 
crítica do manipualdor é aquela que saturar com a menor força Fy. 
Com Fx=0, a força máxima possível de ser aplicada na direção y, 
definida por Fymáx , considerando apenas a saturação da junta A é: 
ܨ௬௠á௫ ൌ 3߬஻௠á௫ܽଶ ൅ ܽଶcosሺߨ 4⁄ ሻ ൌ
3߬஻௠á௫
ܽଶ൫1 ൅ √2 2⁄ ൯
ൌ 1,757 ߬஻௠á௫ܽଶ  
(4.3) 
θB=π/4A
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Considerando apenas a saturação da junta B, a força máxi‐
ma possível de ser aplicada na direção y, definida por Fymáx , é: 
ܨ௬௠á௫ ൌ ߬஻௠á௫ܽଶcosሺߨ 4⁄ ሻ ൌ 1,41
߬஻௠á௫
ܽଶ  
(4.4) 
Portanto, a  junta crítica do manipulador é a  junta B pois  satura 
com um força Fymáx menor que a obtida considerando a saturação 
da junta A. 
Para exemplificar o efeito da composição de forças de con‐
tato na determinação da capacidade de força‐momento, são atri‐
buídos arbitrariamente valores numéricos para definir as caracte‐
rísticas físicas do manipulador. Assume‐se que os elos 1 e 2 pos‐
suem comprimento de √2 2⁄  m, que o torque máximo τAmáx supor‐
tado pela junta A é igual a 30 Nm e que o torque máximo τBmáx é 
igual  a  10 Nm. A  Fymáx  calculada pela  equação  (4.4)  é de  20 N, 
limitada pela  saturação de atuação da  junta B. Considerando‐se 
apenas a capacidade de torque da  junta A, o manipulador pode‐
ria aplicar uma  força de aproximadamente 24,8 N, determinada 
pela equação (4.3). No entanto, se o objetivo é aplicar uma força 
na direção y sendo a  força aplicada na direção x  livre, obtém‐se 
resultado bastante diferente. Nesta situação, qualquer força apli‐
cada na direção y pode vir acompanhada de uma força na direção 
x de mesma magnitude, de forma que o vetor da força resultante 
FR passe exatamente pelo eixo da  junta B, conforme mostrado na 
Figura 4.6.  
 
Figura 4.6:  Manipulador planar RR na posição θA=0 rad com Fx ≠ 0 N 
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Nesta configuração, o torque na  junta B é nulo e a  junta A 
passa a ser a  junta crítica do sistema, estando sujeita à saturação 
de atuação. A força máxima possível de ser aplicada na direção y, 
obtida através de cálculos trigonométricos, vale aproximadamen‐
te 42,4 N, representando um aumento de mais de 100% na capa‐
cidade de força do manipulador.  
Portanto,  identificar na execução de uma  tarefa  se a  força 
deve ser aplicada apenas em uma direção específica ou se pode 
ser  composta  torna‐se um  fator  importante na determinação da 
força máxima possível de ser aplicada por um manipulador. Co‐
mo estas ações de contato são equilibradas pela reação do meio, a 
geometria no ponto de contato e o atrito são parâmetros que po‐
dem influenciar diretamente na determinação das ações possíveis 
de serem aplicadas. 
 Considerações adicionais sobre a estática deste mecanismo 
podem ser feitas a partir da relação entre torques e forças, obtida 
pela substituição da equação (4.1) em (4.2) e calculando a inversa 
da matriz jacobiana transposta, de forma que: 
൜ܨ௫ܨ௬ൠ ൌ
ۏێ
ێێ
ۍ ܽଶܥ஺஻ܽଵܽଶܵ஻
െሺܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻ሻ
ܽଵܽଶܵ஻
ܽଶ ஺ܵ஻
ܽଵܽଶܵ஻
െሺܽଵ ஺ܵ ൅ ܽଶ ஺ܵ஻ሻ
ܽଵܽଶܵ஻ ے
ۑۑ
ۑې ቄ߬஺߬஻ቅ 
(4.5) 
Na posição mostrada na Figura 4.3, considera‐se para efeito 
de análise que os ângulos das  juntas A e B são  respectivamente 
ߨ 4⁄  e െߨ 4⁄  e que os comprimentos dos elos são unitários. Substi‐
tuindo estes valores na equação (4.5) obtém‐se: 
൜ܨ௫ܨ௬ൠ ൌ ൤
√2 1 ൅ √2
0 1 ൨ ቄ
߬஺߬஻ቅ 
(4.6) 
Nesta  configuração, pode  ser  aplicado  como  exemplo um 
torque  ߬஺ ൌ 10 Nm  e um  torque  ߬஻ ൌ 0 Nm,  resultando  em uma 
força ܨ௫ ൌ 10√2 N e uma força ܨ௬ ൌ 0 N. Para manter o equilíbrio 
estático, o meio deve ser capaz de suportar estas  forças. Se, por 
algum motivo o meio não conseguir absorver estas forças, o ma‐
nipulador passará a apresentar movimentos. Mas sempre que os 
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torques  escolhidos  ficarem  dentro  das  especificações máximas, 
não ocorrerá uma sobrecarga nos atuadores, pois as forças exter‐
nas é que devem se adequar aos torques escolhidos.  
Raciocínio  inverso  acontece  quando  se  aplicam  forças  ex‐
ternas no manipulador e os  torques das  juntas devem ser os ne‐
cessários para equilibrar estas forças. Se as forças externas exigi‐
rem das  juntas torques superiores aos torques máximos suporta‐
dos,  a  junta  crítica do manipulador pode  ser danificada  ou  até 
sofrer uma ruptura. 
 
 
4.2.2 Manipulador planar RRRR 
 
 
O manipulador plano RRRR mostrado na Figura 4.7 apre‐
senta  quatro  graus  de  liberdade. Quando  empregado  em  uma 
tarefa  cujo  espaço  é  de  dimensão  três,  apresenta  redundância 
cinemática, desde que não se encontre em uma posição singular. 
 
Figura 4.7:  Representação esquemática do manipulador planar RRRR 
 
Devido  à  redundância  cinemática,  existem  movimentos 
possíveis nas juntas A, B, C e D do manipulador que não alteram 
a posição e orientação do efetuador. Na análise estática, esta mo‐
vimentação  interna pode  ser utilizada na busca de posições  em 
que o manipulador apresente maior  capacidade de aplicar uma 
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força ou momento em determinada direção. Dois modos de traba‐
lho  são  considerados na  análise:  cotovelo para  cima  quando  ‐π 
rad < θC  < 0  rad e cotovelo para baixo quando 0 rad < θC  < π rad. 
Considera‐se nesse  estudo que o manipulador  é utilizado 
para aplicar uma força apenas na direção x (Fy e Mz nulos), man‐
tendo a posição e a orientação do efetuador constantes. Na orien‐
tação escolhida, mostrada na Figura  4.7, o elo 4 fica sempre para‐
lelo ao eixo x e, para a composição de forças especificada, o  tor‐
que na junta D é nulo pois o eixo da força Fx intercepta o eixo da 
junta D.  
Com  estas  condições,  a  posição  cartesiana  da  junta  D  é 
constante e as forças na junta D são idênticas às forças de contato 
no  ponto  P. Como  consequência,  o  comprimento  do  elo  4  não 
entra no equacionamento estático do mecanismo e, do ponto de 
vista  estático,  o manipulador  pode  ser  representado  de  forma 
equivalente  pelo manipulador  RRR mostrado  na  Figura  4.8. A 
posição do manipulador RRR equivalente é fixa e igual à posição 
da junta D do manipulador RRRR. A orientação do manipulador 
RRR equivalente é livre e confere ao manipulador o mesmo grau 
de  redundância  cinemática  que  o  manipulador  RRRR  possui. 
Alterar a orientação do manipulador RRR é equivalente a modifi‐
car  as  coordenadas das  juntas A, B  e C do manipulador RRRR, 
mantendo constantes a posição e a orientação de seu efetuador.  
 
Figura 4.8:  Manipulador planar RRRR, reduzido a um RRR equivalente 
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A vantagem de substituir o manipulador RRRR por um manipu‐
lador RRR equivalente é que os cálculos necessários para análise 
de força tornam‐se mais simples com a redução da dimensão da 
matriz jacobiana. 
Para  o manipulador  RRR,  a matriz  jacobiana  é  dada  por  
(TSAI, 2001): 
ܬ ൌ ൥
െሺܽଵ ஺ܵ ൅ ܽଶ ஺ܵ஻ ൅ ܽଷ ஺ܵ஻஼ሻ െሺܽଶ ஺ܵ஻ ൅ ܽଷ ஺ܵ஻஼ሻ െܽଷ ஺ܵ஻஼
ሺܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻ ൅ ܽଷܥ஺஻஼ሻ ሺܽଶܥ஺஻ ൅ ܽଷܥ஺஻஼ሻ ܽଷܥ஺஻஼
1 1 1
൩ (4.7)
onde a1, a2 e a3 são respectivamente os comprimentos dos elos 1, 
2 e 3. Os ângulos das juntas A, B e C são respectivamente θA, θB e  
θc, medidos conforme indicado na Figura 4.8, e o ponto D denota 
agora a posição do efetuador.  
Uma representação mais compacta é obtida representando 
o seno da soma dos ângulos θA, θB e θC por  ஺ܵ஻஼. De forma similar, 
representações simplificadas de seno e cosseno são adotadas para 
as demais composições de ângulos.  
Pelo princípio do  trabalho virtual, desprezando‐se a  força 
gravitacional atuante nos elos, obtém‐se a relação: 
൝
߬஺߬஻߬஼
ൡ ൌ ܬ் ቐ
ܨ௫ܨ௬
ܯ௭
ቑ 
(4.8) 
onde τA  , τB   e τC são os  torques nas  juntas e Fx, Fy e Mz as ações 
aplicadas pelo manipulador no meio.  
As  equações  de  equilíbrio  apresentadas  na  equação  (4.8) 
são necessárias para o  estudo da  capacidade de  força‐momento 
do manipulador. Ao longo desta seção são apresentados para este 
manipulador  resultados  de  simulações  feitas  com  o  programa 
MatLab®, observadas as seguintes considerações: 
 O  estudo  leva  em  consideração  várias  configurações  do 
manipulador,  mas  a  localização  XD  e  YD  do  efetuador 
(ponto D)  é  fixa.  Para  todos  os  testes  são  utilizados  os 
valores XD =1,2 m e YD =1,2 m. Se desejado, a análise pode 
facilmente ser estendida para outras posições;  
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 Definindo  o  valor  angular  da  junta  A,  fica  definida  a 
configuração  de  todo  o  manipulador.  Para  obter 
diferentes configurações do manipulador no decorrer das 
simulações, varia‐se o valor de ߠ஺ de 0° até 90°. Todos os 
resultados são obtidos considerando uma distância de 10° 
entre duas posições consecutivas; 
 O  comprimento  dos  elos  é  fixo,  sendo,  para  todas  as 
simulações a1= 1,2 m, a2=0,8 m e a3=0,4 m; 
 Em  todas as  simulações é aplicada uma  força apenas na 
direção x. Fy e Mz ser iguais à zero; 
 Para  a  determinação  da  força  máxima  possível  de  ser 
aplicada  pelo manipulador,  a  força  Fx  é  aumentada  até 
atingir o  limite de  saturação da  junta  crítica do  sistema. 
Não  se  está  buscando  a direção  em  que  o manipulador 
consegue aplicar a maior força e sim a força máxima que 
pode ser aplicada em uma dada direção; 
 A  força  Fx  máxima  é  calculada  para  cada  uma  das 
configurações; 
A Figura  4.9 mostra  a  configuração do manipulador RRR 
para quatro valores distintos de ߠ஺ no  intervalo  [0°  , 90°], man‐
tendo a posição cartesiana do ponto D em x=1,2 m e y=1,2 m. 
 Nas posições extremas ߠ஺ ൌ 0° e ߠ஺ ൌ 90°, os elos 2 e 3 en‐
contram‐se alinhados. Em  todas as posições manteve‐se o mani‐
pulador no modo de trabalho cotovelo para cima (‐π rad < θC   < 0 
rad). No final da seção são feitos comentários sobre os resultados 
obtidos com o mecanismo na configuração cotovelo para baixo (0 
rad <θC < π rad). 
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Figura 4.9:  Posições do manipulador RRR, com θA no intervalo 0° e 90° e 
cotovelo para cima 
 
Definidas as  condições gerais, para cada uma das  simula‐
ções são testadas diferentes capacidades de torques dos atuadores 
que  conduzem aos  resultados analisados  e  comparados posteri‐
ormente. 
 
Simulação 01 
Capacidade de torque dos atuadores: 
 Torques  máximos:  ߬஺୫á୶=±10  Nm;  ߬஻୫á୶=±3  Nm;  
߬஼୫á୶=±1 Nm; 
Ao  realizar  os  cálculos  com  θA  variando  entre  0°  e  90°,  a  força 
máxima Fx possível de ser aplicada em cada uma das configura‐
ções é mostrada na Figura 4.10. 
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Figura 4.10:  Força Fx máxima possível de ser aplicada pelo manipulador 
RRR, na configuração cotovelo para cima e com θA no intervalo 0° a 90°  
 
Analisando  a  Figura  4.10, observa‐se que  a  força máxima 
varia para cada configuração do manipulador. Isto evidencia que 
a  redundância cinemática pode ser utilizada para otimizar a ca‐
pacidade  de  força‐momento  de  um manipulador,  aproveitando 
as movimentações  internas na busca da  configuração mais  ade‐
quada. 
A Tabela 4.1 mostra os valores dos  torques  em  cada uma 
das juntas ao atingir a força máxima. Os valores em negrito iden‐
tificam as  juntas críticas sujeitas à saturação de atuação em cada 
configuração. A  capacidade  de  força  apresenta  dois  pontos  de 
máximo, um máximo  local  em ߠ஺=30°  e um máximo  global  em 
ߠ஺=90°. Na posição ߠ஺ ൌ0°, tanto a junta B como a C estão satura‐
das. Com ߠ஺ entre 10° e 30°, a  junta que atinge o torque máximo 
permitido  é a B. Com ߠ஺ variando  entre 40°  e 80°, a  junta mais 
solicitada relativamente é a C. E com ߠ஺= 90°, a junta A é que limi‐
ta a  força máxima a  ser aplicada, enquanto que as  juntas B e C 
não são solicitadas. 
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Tabela 4.1:  Torques nas juntas do manipulador RRR em cada posição θA 
quando Fx é máxima 
Ângulo θA
 
Torques 
0°  10°  20°  30°  40°  50°  60°  70°  80°  90° 
τA  ‐3,12 ‐3,72 ‐4,56 ‐6,120  ‐3,36 ‐3,12 ‐3,12 ‐3,24 ‐3,96 ‐10,0 
τB  ‐3,00 ‐3,00 ‐3,00 ‐3,00  ‐1,20 ‐0,72 ‐0,41 ‐0,19 ‐0,06 ‐0,0 
τC  ‐1,00 ‐0,76 ‐0,21 0,89 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,0 
 
A condição de  saturação de cada uma das  juntas  também 
pode ser visualizada na Figura 4.11. 
 
Figura 4.11:   Torques em cada uma das  juntas do manipulador RRR na 
configuração cotovelo para cima ao atingir a força máxima  
 
Simulação 02 
Capacidade de torque dos atuadores: 
 Torques  máximos:  ߬஺୫á୶=±10  Nm;  ߬஻୫á୶=±10  Nm;  
߬஼୫á୶=±10 Nm; 
Diferente da simulação 01, na simulação 02 todas as juntas supor‐
tam os mesmos torques máximos.  
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A força máxima possível de ser aplicada pelo efetuador na 
direção  x quando o ângulo ߠ஺ varia de 0°  até  90°  é  constante  e 
igual  a  8,4 Nm.  Este  resultado  pode  ser  explicado  da  seguinte 
forma. Ao atingir a força máxima, o torque na junta A necessário 
para equilibrar o momento gerado pela força Fx é sempre o mes‐
mo, independente do valor de ߠ஺. Isto ocorre porque a posição da 
junta A e a posição do ponto de aplicação da força não são altera‐
das com os movimentos internos do manipulador. Como a  junta 
A é mais solicitada (maior momento) em relação às outras, a satu‐
ração de atuação na  junta A  limita em  todas as posições a  força 
máxima possível de ser aplicada.  
Na Figura 4.12 são mostrados os torques nas  juntas em ca‐
da uma das posições, corroborando estas afirmações.  
 
Figura 4.12:   Torques em cada uma das  juntas do manipulador RRR na 
configuração cotovelo para cima ao atingir a força máxima, com torques 
máximos iguais 
 
Apenas  na posição  onde  ߠ஺ ൌ 0°,  tanto  a  junta A  como  a 
junta B estão saturadas. Em todas demais posições, a junta A está 
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solicitada ao máximo enquanto as demais juntas ainda não atingi‐
ram seus torques limites. 
Portanto,  em manipuladores  seriais  com  redundância  ci‐
nemática,  quando  a  força máxima  é  limitada pela  saturação da 
junta da base, não é possível aproveitar a movimentação  interna 
para aumentar sua capacidade de força.   
 
Simulação 03 
Capacidade de torque dos atuadores: 
 Torques  máximos:  ߬஺୫á୶=±5  Nm;  ߬஻୫á୶=±1,5  Nm;  
߬஼୫á୶=±0,5 Nm; 
Os torques máximos adotados na simulação 03 são a meta‐
de dos utilizados na simulação 01. A Figura 4.13 mostra a  força 
máxima  possível  de  ser  aplicada  pelo  efetuador  na  direção  x 
quando o ângulo ߠ஺ varia de 0° até 90°. Na Figura 4.14 são mos‐
trados os torques nas juntas para cada uma das posições. 
 
Figura 4.13:  Força Fx máxima possível de ser aplicada pelo manipulador 
RRR, com torques máximos reduzidos 
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Figura 4.14:   Torques em cada uma das  juntas do manipulador RRR na 
configuração cotovelo para cima, com torques máximos reduzidos 
 
Comparando com as curvas obtidas na simulação 01, os re‐
sultados da simulação 03 mostram que para manipuladores seri‐
ais existe uma proporcionalidade entre a capacidade de força e os 
limites de torques dos atuadores.  
Com exceção da simulação 02, a força máxima Fx foi obtida 
na posição ߠ஺ ൌ 90°. Em ߠ஺ ൌ 30°  também  existe uma  condição 
favorável,  embora  inferior. O  que  se  pode  afirmar  com  certeza 
sobre estas duas posições é que são as mais  favoráveis para su‐
portar  uma  força  aplicada  pelo meio.  Para  que  o manipulador 
possa aplicar uma força no meio, é necessário verificar a existên‐
cia de singularidades que limitam a mobilidade do manipulador 
na direção de aplicação da força.  
Considerando o  robô  real RRRR, na posição ߠ஺ ൌ 30° não 
existem  singularidades  e  a  força  Fx máxima  calculada pode  ser 
aplicada. Na posição ߠ஺ ൌ 90°, as juntas B, C e D estão alinhadas e 
o manipulador  encontra‐se  em uma posição  singular, perdendo 
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um  grau  de  liberdade.  Como  é  cinematicamente  redundante, 
mesmo com a perda de um grau de  liberdade, a mobilidade do 
manipulador apresenta mesma dimensão do espaço em que está 
inserida e é possível aplicar a força máxima calculada.   
O  fato  da maior  capacidade  de  força  ter  sido  obtida  em 
uma posição singular não significa que sempre as forças máximas 
serão alcançadas em posições singulares para todos os manipula‐
dores. Mas  no manipulador  em  estudo  isto  ocorreu. O motivo 
pode ser entendido através de um exemplo extraído do compor‐
tamento de seres humanos.  
Uma pessoa, empurrando um carro ou um armário, busca 
instintivamente uma posição em que consiga aplicar a maior for‐
ça possível, procurando  também não  forçar demais seus múscu‐
los e articulações. Em geral, esta posição é atingida naturalmente 
com o braço esticado, apenas suportando a força, sendo as pernas 
utilizadas  para  aplicar  a  força.  Analisando  apenas  o  braço,  as 
articulações do punho, cotovelo e ombro estão alinhadas, o que 
caracteriza uma  singularidade,  e  as  forças  são  suportadas pelas 
estruturas ósseas e articulações.  
Instintivamente o  ser humano preserva os músculos mais 
fracos, mantendo  as  juntas  do  braço  em  posições  singulares  e 
utiliza os músculos mais  fortes das pernas para aplicar a  força. 
Mesmo  quando  o  objeto  a  ser  empurrado  começa  a  apresentar 
deslocamentos, as juntas mais fracas dos braços podem permane‐
cer  em  posições  singulares  devido  à  existência  de  redundância 
cinemática. Isto ocorre exatamente na posição ߠ஺ ൌ 90° do mani‐
pulador. A junta A, com maior capacidade de torque, é carregada 
até seu limite enquanto que as juntas B e C são preservadas.  
Esta análise sobre utilização de singularidade na aplicação 
de forças pode ser estendida para qualquer manipulador serial. A 
vantagem dos manipuladores com redundância cinemática é que, 
em determinações situações, pode‐se aproveitar de  forma útil as 
singularidades  sem  comprometer  a mobilidade  necessária  para 
execução da tarefa. .  
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As simulações 01, 02 e 03 foram realizadas com o manipu‐
lador na configuração cotovelo para cima (‐π rad < θC  < 0 rad). Na 
configuração cotovelo para baixo (0 rad <θC < π rad), a posição do 
manipulador para  cinco diferentes valores de θA  é mostrada na 
Figura 4.15 e a força Fx máxima possível de ser aplicada é mostra‐
da na Figura 4.16 para  todas as configurações  testadas. Para ob‐
tenção de Fx foram utilizados os mesmos valores de torques má‐
ximos da simulação 01. 
 
Figura 4.15: Posições do manipulador RRR, com θA no intervalo 0° e 90° 
e cotovelo para baixo 
 
Comparando com a simulação 01, no modo de trabalho co‐
tovelo para  baixo  (0  rad  <θC  < π  rad)  a primeira  condição mais 
favorável  ocorre  para  o mesmo  valor  θA.  Isto  ocorre  porque  o 
manipulador  encontra‐se  exatamente  na  mesma  configuração 
obtida no modo de  trabalho cotovelo para cima. Mas a segunda 
condição  mais  favorável  ocorre  em  ߠ஺ ൌ 40°  e  não  mais  em 
ߠ஺ ൌ 30°. A força máxima Fx=7 N obtida nesta segunda condição 
mais favorável é superior à da simulação com cotovelo para cima 
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(‐π rad <θC < 0 rad) em aproximadamente 40%. Portanto, ao pro‐
curar as forças máximas suportadas por um manipulador, devem 
ser considerados todos os modos de trabalho possíveis.  
 
Figura 4.16:  Força Fx máxima possível de ser aplicada pelo manipulador 
RRR, na configuração cotovelo para baixo e com θA no intervalo 0° e 90° 
 
A  capacidade de  força‐momento de um manipulador de‐
pende sempre de sua junta crítica, sujeita à saturação de atuação. 
Definida  a  junta  crítica  do  sistema,  aplica‐se  o  torque máximo 
nesta  junta e, através das equações de equilíbrio, determinam‐se 
as  ações  de  interação  entre  o manipulador  e  o meio. Algumas 
abordagens existentes na  literatura, descritas na Seção 4.4, utili‐
zam  este  conceito  para  determinar  a  capacidade  de  força‐
momento de manipuladores.  
O  procedimento  utilizado  nesta  seção  para  determinar  a 
capacidade de  força do manipulador RRRR  também  foi baseado 
na identificação da junta crítica, por meio do aumento progressi‐
vo da força de contato até ocorrer sua saturação. A configuração 
em que o manipulador apresenta maior capacidade de  força  foi 
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obtida calculando‐se a capacidade de força para diversas configu‐
rações possíveis. Este procedimento não representa uma tentativa 
de estabelecer uma abordagem geral do problema e foi apresen‐
tado apenas com o intuito de fornecer informações sobre os fato‐
res  que  influenciam  na  determinação  da  capacidade  de  força‐
momento de manipuladores. A metodologia geral para a deter‐
minação  da  capacidade  de  força‐momento  de  manipuladores 
seriais e paralelos é apresentada no Capítulo 7. 
 
 
4.3 ÍNDICES DE DESEMPENHO 
 
 
Os índices de desempenho procuram fornecer de forma di‐
reta  e  compacta  informações  sobre  determinadas  características 
de um manipulador. Na fase de projeto, estabelecem parâmetros 
utilizados como auxílio na escolha da  topologia, geometria e ca‐
racterísticas construtivas de um manipulador. Na  fase operacio‐
nal, os índices de desempenho podem ser utilizados na busca de 
uma configuração adequada e na distribuição de torques e forças 
nos atuadores de forma a executar de forma eficiente determina‐
da tarefa.  
Apesar do grande número de  índice de desempenho des‐
critos na literatura, a maioria tem como foco a cinemática de ma‐
nipuladores  (GOSSELIN;  ANGELES,  1991).  Índices  específicos 
sobre  a  capacidade de  força‐momento de manipuladores  são  a‐
presentados em (FINOTELLO et al., 1998)(FIRMANI et al., 2008). 
A manipulabilidade,  introduzida em 1985  (YOSHIKAWA, 
1985), foi o primeiro índice de desempenho utilizado em robótica. 
A manipulabilidade é uma medida da capacidade do manipula‐
dor de executar determinada tarefa em uma configuração conhe‐
cida e  tem como objetivo principal caracterizar a condição cine‐
mática de um manipulador. O conceito de manipulabilidade  foi 
estendido para a estática, dando origem ao conceito de elipsoide 
de  força. Apesar  de  suas  limitações  e  restrições,  o  elipsoide de 
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força é o índice de desempenho estático mais difundido na litera‐
tura.  Detalhes  sobre  o  elipsoide  de  força  são  apresentados  no 
Apêndice A.  
A ideia básica introduzida pelos elipsoides de força foi uti‐
lizada para definir medidas quantitativas da capacidade de força‐
momento de manipuladores (FINOTELLO et al., 1998). Conside‐
rando o manipulador em uma determinada configuração, o má‐
ximo valor disponível (MAV‐ maximum available value) é definido 
como  o  valor  (força  ou momento) máximo  que  o manipulador 
consegue aplicar considerando todas as direções. O máximo valor 
isotrópico (MIV‐ maximum isotropic value) é definido como o valor 
(força ou momento) máximo que o manipulador consegue aplicar 
em  todas as direções possíveis. Forças e momentos são  tratados 
separadamente, existindo valores distintos de MAV e MIV para 
cada um deles.  
Para caracterizar a natureza das ações presentes no contato 
entre o manipulador e o meio, os  termos sentido  forte e sentido 
fraco  são utilizados para  complementar  a definição destes  índi‐
ces. Para as forças, são obtidos com os momentos nulos. No sen‐
tido fraco, os momentos podem assumir um valor qualquer. Para 
os momentos, os índices MAV e MIV no sentido forte e no senti‐
do fraco são obtidos de forma similar onde as forças ou são nulas 
ou podem  assumir um valor qualquer. Os  índices definidos no 
sentido forte são mais apropriados para verificar a capacidade do 
manipulador em executar uma tarefa, uma vez que em geral tan‐
to  forças  quanto  momentos  desejados  são  especificados 
(FINOTELLO et al., 1998). 
Os conceitos de MAV e MIV foram utilizados na definição 
dos  índices de desempenho, específicos para manipuladores pa‐
ralelos planares, listados a seguir (FIRMANI et al., 2008): 
 ܨ௣௠ ௔௣௣  (força máxima  com um momento definido) – é a 
força  máxima  que  o  manipulador  consegue  aplicar 
considerando  todas  as  direções  e  o  valor  do momento 
conhecido.  O  subescrito  app  é  uma  abreviatura  para  o 
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termo inglês applied. O sobrescrito pm representa o termo 
prescribed  moment  da  língua  inglesa.  Se  o  valor  do 
momento é nulo, o conceito de  ܨ௣௠ ௔௣௣ é igual ao MAV no 
sentido  forte.  Ao  longo  do  texto  este  índice  é 
representado de forma simplificada por ܨ௔௣௣; 
 ܨ௣௠ ௜௦௢  (força  máxima  isotrópica  com  um  momento 
definido) – é a força máxima que o manipulador consegue 
aplicar  em  todas  as  direções,  considerando  o  valor  do 
momento  conhecido. O  subescrito  iso é uma abreviatura 
para  o  termo  inglês  isotropic.  Se  o  valor  do momento  é 
nulo, o conceito de  ܨ௣௠ ௜௦௢ é igual ao MIV no sentido forte; 
 ܨ௠௥ ௔௣௣ (força máxima atingível) – é a força máxima que o 
manipulador  consegue  aplicar  considerando  todas  as 
direções.  Sempre  possui  um  momento  associado  e  é 
similar ao conceito de MAV no sentido fraco; 
 ܨ௠௥ ௜௦௢  (força  máxima  isotrópica  atingível)  –  é  a  força 
máxima que o manipulador consegue aplicar em todas as 
direções.  Sempre  possui  um  momento  associado  e  é 
similar ao conceito de MIV no sentido fraco; 
 ܯ௭௣௙   (momento máximo  com uma  força definida)  –  é o 
momento máximo que  o manipulador  consegue  aplicar, 
considerando o valor da força conhecido; 
 ܯ௭௜௙   (momento  máximo  com  uma  força  isotrópica 
máxima  definida)  –  é  o  momento  máximo  que  o 
manipulador  consegue  aplicar,  considerando  uma  força 
isotrópica máxima definida; 
 ܯ௭௥௙  (momento máximo com uma força máxima definida) 
–  é  o  momento  máximo  que  o  manipulador  consegue 
aplicar, considerando uma força máxima definida; 
 ܯ௭௠௥  (momento máximo com força livre) – é o momento 
máximo  que  o  manipulador  consegue  aplicar, 
considerando uma força livre; 
Todos os  índices  apresentados, bem  como  toda  literatura, 
consideram que o manipulador está em uma configuração fixa e 
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que  existe a possibilidade de aplicar as ações  em  todas as dire‐
ções. Na presença de redundância cinemática e de atuação, é inte‐
ressante particularizar estes  índices para uma direção específica, 
definida pela tarefa. Além disso, na execução de algumas tarefas, 
a orientação e a posição do efetuador não necessitam ser constan‐
tes e os  índices de desempenho devem considerar esta possibili‐
dade. É  importante  também  estabelecer um  índice que defina a 
capacidade de força do manipulador ao longo de uma trajetória. 
 Para atender a estas necessidades, são propostos neste tra‐
balho os índices de desempenho ܨௗ௜௥,  ܨெ ௗ௜௥,  ܨி ௗ௜௥,  ܨிெ ௗ௜௥ e ܨ்௥௔௝ 
descritos a seguir: 
 ܨௗ௜௥  (capacidade de  força direcional)  ‐  é a  força máxima 
que  o  manipulador  consegue  aplicar  em  uma  direção 
específica,  considerando  que  o  valor  do momento  e  da 
força ܨ௣௔௥௔, perpendicular a ܨௗ௜௥, são definidos.  Quando o 
momento  e  a  força perpendicular  são nulos, ܨௗ௜௥  é uma 
força pura na direção especificada. 
 ܨெ ௗ௜௥ (capacidade de força direcional com momento livre) 
‐ é a  força máxima que o manipulador  consegue aplicar 
em uma direção específica, considerando o valor da força 
perpendicular igual a zero e o valor do momento livre. 
 ܨி ௗ௜௥ (capacidade de força direcional com força livre) ‐ é a 
força máxima  que  o manipulador  consegue  aplicar  em 
uma  direção  específica,  considerando  o  valor  da  força 
perpendicular livre e o valor do momento igual a zero. 
 ܨிெ ௗ௜௥  (capacidade  de  força  direcional  com  força  e 
momentos  livres)  ‐ é a  força máxima que o manipulador 
consegue  aplicar  em  uma  direção  específica, 
considerando  os  valores  da  força  perpendicular  e  do 
momento livres. 
 ܨ்௥௔௝ (capacidade de força ao longo de uma trajetória) – é 
a força máxima que o manipulador pode aplicar em todos 
os pontos ao longo da trajetória desejada, executando um 
deslocamento  contínuo.  Entende‐se  por  deslocamento 
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contínuo  uma  sequência  de  pontos  que  manipulador 
atinge sem passar por singularidades e sem paradas para 
alterar  a  configuração.  A  posição  e  orientação  do 
efetuador são definidas em cada ponto da trajetória. 
A tabela 4.2 mostra um resumo das condições presentes em 
cada um dos índices propostos. 
 
Tabela 4.2:  Índices de desempenho de capacidade de força propostos. 
Símbolo  ܨௗ௜௥ Momento  ܨ௣௔௥௔ Configuração
ܨௗ௜௥  máxima  definido  definida  livre 
ܨெ ௗ௜௥  máxima  livre  0  livre 
ܨி ௗ௜௥  máxima  0  livre  livre 
ܨிெ ௗ௜௥  máxima  livre  livre  livre 
ܨ்௥௔௝  máxima  definido  definida  livre 
 
Ao  longo do  texto, os  termos  capacidade de  força  e  força 
máxima  serão utilizados de  forma geral para  representar a ܨௗ௜௥. 
Em situações particulares, o contexto deixará claro qual o  índice 
de desempenho utilizado. 
 
 
4.4 ABORDAGENS EXISTENTES 
 
 
Em geral, os problemas de otimização de força aplicados a 
robôs manipuladores existentes na literatura tratam da distribui‐
ção  eficiente  de  torques  e  forças  nos  atuadores  na  presença  de 
redundância de atuação  (KUMAR; WALDRON, 1988)  (ZHENG; 
LUH,  1989). Considera‐se uma distribuição  eficiente  quando  os 
torques e forças dos atuadores estão o mais afastado possível de 
seus limites de saturação. Isto é obtido através da minimização do 
custo médio quadrático dos  torques e forças nos atuadores. Mas 
distribuir de forma eficiente os torques e determinar a capacidade 
de  força‐momento  de  manipuladores  são  problemas  distintos. 
Dois  estudos que abordam o problema da  capacidade de  força‐
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momento  de manipuladores  (PAPADOPOPULOS; GONTHIER, 
1995) (NOKLEBY et al., 2005) são discutidos nesta seção. 
 No estudo da capacidade de força dos manipuladores seri‐
ais planares RR e RRR, Papadopoulos e Gonthier (1995) propõem 
uma estratégia para determinar regiões do espaço de trabalho em 
que uma força desejada pode ser aplicada. Estas regiões caracte‐
rizam  o  force workspace do manipulador,  termo  traduzido  livre‐
mente por espaço de trabalho de força. A magnitude e direção da 
força são conhecidas e a orientação do manipulador é livre.  
O manipulador RR não apresenta redundância cinemática e 
o espaço de  trabalho de  força pode ser obtido analiticamente. A 
Figura  4.17,  extraída  do  estudo  de  Papadopoulos  e  Gonthier 
(1995), mostra o espaço de trabalho de força do manipulador RR 
quando o objetivo é aplicar uma  força F na direção  indicada. A 
Figura 4.17(a) mostra a situação em que o manipulador consegue 
aplicar uma  força desejada  em  todo  seu  espaço de  trabalho  e a 
Figura 4.17  (b) mostra a redução do espaço de  trabalho de  força 
quando o objetivo é aplicar uma força F comparativamente maior 
a da Figura 4.17(a). 
    
(a) Espaço de trabalho: força menor    (b) Espaço de trabalho: força maior 
Figura  4.17:    Espaço  de  trabalho  de  força  do  manipulador  RR 
(PAPADOPOPULOS; GONTHIER, 1995) 
 
Observa‐se que para uma  força menor, o espaço de  traba‐
lho de força coincide com o espaço de trabalho do manipulador. 
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Com o aumento da força desejada, o espaço de trabalho de força é 
reduzido e, nos pontos de fronteira desta região, a força desejada 
representa a capacidade de força do manipulador. 
Para o manipulador RRR, considerando a orientação  livre, 
o  grau de  redundância  cinemática  é um  e não  é possível  obter 
uma  solução  analítica para determinar  o  espaço de  trabalho de 
força. Para verificar  em  cada ponto do  espaço de  trabalho  se  a 
força desejada pode  ser  aplicada,  é utilizada uma  estratégia de 
otimização  com  o  objetivo de  encontrar uma  configuração  ade‐
quada do manipulador. Todo o espaço de trabalho é testado e os 
pontos  onde  a  força  desejada  pode  ser  alcançada  constituem  o 
espaço de trabalho de força do manipulador. 
A  Figura  4.18,  extraída  do  trabalho  de  Papadopoulos  e 
Gonthier  (1995),  compara  os  espaços  de  trabalho  de  força  dos 
manipuladores RR  e RRR,  considerando que  ambos possuem  o 
mesmo espaço de trabalho total. 
 
(a) Espaço de trabalho de força: RR 
 
(b) Espaço de trabalho de força: RRR 
Figura 4.18:  Comparação do espaço de trabalho de força dos manipula‐
dores RR e RRR(PAPADOPOPULOS; GONTHIER, 1995) 
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Apesar de comprovar que a  redundância cinemática pode 
ser  utilizada  de  forma  efetiva  para  aumentar  a  capacidade  de 
força dos manipuladores e de  fornecer  informações  importantes 
sobre os manipuladores RRR e RR, a abordagem é restritiva pois 
não apresenta uma formulação genérica para outros tipos de ma‐
nipuladores.  Manipuladores  seriais  espaciais  e  manipuladores 
paralelos não são citados no artigo. Além disso, a capacidade de 
força é obtida apenas nos pontos de fronteira do espaço de traba‐
lho  de  força  e  não  de  forma  explícita  em  um  ponto  desejado 
qualquer. E a diferença entre aplicar e suportar forças não é con‐
siderada, pois em muitos pontos da fronteira o manipulador está 
em uma posição singular. A possibilidade de utilizar momentos 
associados  para  aumentar  o  espaço  de  trabalho  de  força  não  é 
considerada. Situações  em que o manipulador apresenta  redun‐
dância de atuação também não são previstas no método. 
Nos  estudos de Nokleby  et  al.  (2005)(2007), duas  aborda‐
gem são utilizadas para a determinação da capacidade de  força‐
momento de manipuladores paralelos na presença de redundân‐
cia de atuação. Como os manipuladores  seriais não apresentam 
redundância de  atuação, não  são  considerados nos  artigos  cita‐
dos.  
A estratégia denominada fator de escala (scaling factor) con‐
siste em aplicar uma ação unitária na direção desejada e determi‐
nar a junta do manipulador relativamente mais carregada. O fator 
de escala sf de cada uma das  juntas  j é a razão entre o  limite de 
atuação τjmax da junta e o valor de torque τj encontrado para esta 
junta quando a ação conhecida é aplicada.  
ݏ ௝݂ ൌ ቤ ௝߬௠௔௫௝߬ ቤ 
(4.9) 
O fator de escala SF do manipulador é o menor dos fatores 
de escala das juntas e indica a proporção em que a força conheci‐
da pode ser aumentada até ocorrer a saturação de um dos atua‐
dores. A capacidade de  força‐momento é determinada pelo pro‐
duto entre a ação unitária aplicada inicialmente e o fator de escala 
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obtido. Na presença de  redundância de atuação, é utilizado um 
algoritmo de otimização que maximiza o fator de escala das jun‐
tas. Encontrado o fator de escala das  juntas, o fator de escala do 
manipulador  é  determinado,  seguindo  o mesmo  procedimento 
do caso onde não existe redundância de atuação. 
A segunda abordagem, denominada metodologia explícita 
(explicit methodology), é considerada mais eficiente que o fator de 
escala (ZIBIL et al., 2007). A estratégia utilizada para determinar a 
capacidade  de  força‐momento  de  manipuladores  consiste  em 
levar o maior número possível de atuadores aos seus  limites de 
saturação. A quantidade de atuadores  jsat que pode ser  levada à 
saturação é dada por:  
݆௦௔௧ ൌ ݆௔ െ ܨௗ  (4.10) 
onde  Fd  define  número  de  ações  de  contato  especificadas  para 
cada diferente condição de carregamento e  ja é  igual ao número 
de juntas atuadas do mecanismo. 
Definido o valor de  jsat, a  força que se deseja maximizar é 
calculada para  todas as combinações possíveis de  juntas  satura‐
das utilizando‐se as equações de equilíbrio. A capacidade de for‐
ça‐momento do manipulador é o valor máximo de  força ou mo‐
mento calculado para  todas as combinações. O número de com‐
binações nc possíveis a serem testadas é (GARG et al., 2007): 
݊௖ ൌ ݆௔!ሺ݆௔ െ ݆௦௔௧ሻ! x ሺ݆௦௔௧ሻ! x 2
௝ೞೌ೟  (4.11) 
Para  exemplificar  a  utilização  da metodologia  explícita  é 
considerado o manipulador paralelo 3‐RRR mostrado na Figura 
3.5. Na  ausência  de  redundância  de  atuação,  este manipulador 
apresenta  ja =3. Se Fd =2, como por exemplo quando Fy e Mz     são 
nulos, o valor de jsat é: 
݆௦௔௧ ൌ 3 െ 2 ൌ 1  (4.12) 
Isto significa que apenas uma  junta pode ser levada à saturação, 
sendo  os  torques  das  demais  juntas  dependentes  do  torque  da 
junta  saturada e das ações de  contato especificadas. Como  cada 
atuador deve ser testado em seu limite máximo e mínimo de atu‐
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ação, o número  total de  testes a ser realizado para determinar a 
capacidade de força‐momento do manipulador é igual a 6. Sendo 
Fx, Fy e Mz as ações de contato, τA1, τA2 e τA3 os torques das juntas 
atuadas e τA1max, τA2max e τA3max os limites de atuação, a Tabela 4.3 
mostra as seis combinações a serem testadas para este manipula‐
dor. 
 
Tabela 4.3: Combinações de forças e momentos testadas para o manipu‐
lador 3‐RRR, utilizando a metodologia explícita 
combinação  variáveis conhecidas  variáveis calculadas pelas 
equações de equilíbrio 
1  Fy=0;   Mz=0;   τA1=τA1max Fx ,  τA2  e  τA3 
2  Fy=0;   Mz=0;   τA1=‐τA1max Fx ,  τA2  e  τA3
3  Fy=0;   Mz=0;   τA2=τA2max Fx ,  τA1  e  τA3
4  Fy=0;   Mz=0;   τA2=‐τA2max Fx ,  τA1  e  τA3
5  Fy=0;   Mz=0;   τA3=τA3max Fx ,  τA1  e  τA2
6  Fy=0;   Mz=0;   τA3=‐τA3max Fx ,  τA1  e  τA2
 
A metodologia explícita determina a capacidade de  força‐
momento  do manipulador  em  apenas  um  ponto  do  espaço  de 
trabalho. Na  proximidade  deste  ponto,  a  capacidade  de  força‐
momento é calculada considerando‐se os mesmo atuadores satu‐
rados. Se um dos atuadores não definidos como saturados extra‐
polar seu  limite de atuação, novos  testes com  todas as combina‐
ções possíveis  são necessários para determinar  a  capacidade de 
força‐momento no ponto em análise. Definindo o ângulo de atua‐
ção de força e o momento Mz como as variáveis conhecidas, a me‐
todologia explícita fornece como resultado a capacidade de força‐
momento do manipulador em  todas as direções, conforme mos‐
trado na Figura 4.19 extraída do trabalho de Nokleby et al. (2005). 
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Figura 4.19:   Capacidade de  força do manipulador 3‐RRR em  todas as 
direções com Mz=0 utilizando a metodologia explícita(NOKLEBY et al., 
2005) 
 
O número de combinações  testadas cresce com o aumento 
de juntas atuadas do manipulador e com a diminuição das restri‐
ções  impostas pela  tarefa. Se para este manipulador a  tarefa  im‐
põe apenas uma restrição, duas juntas podem ser levadas à satu‐
ração e o número de testes necessário é igual a 12. Adicionando 3 
atuadores a este mesmo manipulador, se a tarefa impõe uma res‐
trição, 192 possíveis combinações de  torques devem ser verifica‐
das.  
Tanto na metodologia  explícita  como na  abordagem utili‐
zando o  fator de  escala, parâmetros  como posição, orientação  e 
modo de trabalho do manipulador e direção de aplicação de força 
devem ser constantes. Para determinar a Fapp (força máxima com 
um momento definido em uma direção qualquer), todas as dire‐
ções de aplicação de força devem ser testadas. Se o objetivo é de‐
terminar  a  capacidade de  força‐momento  considerando os dife‐
rentes modos de trabalho, é necessário testar todas as configura‐
ções  possíveis  separadamente. Na  presença  de  redundância  ci‐
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nemática,  onde  o  número  de  configurações  do manipulador  é 
infinito,  ou  quando  a  orientação  e/ou  a  posição  da  plataforma 
móvel podem ser variáveis, estas abordagens não podem ser uti‐
lizadas pois seria necessário testar exaustivamente todas as (infi‐
nitas)  configurações possíveis para determinar  a  capacidade de 
força‐momento do manipulador. E  também  existe  sempre  a ne‐
cessidade de  testar as combinações possíveis de  torques e forças 
nos atuadores de acordo com o número definido de  juntas satu‐
radas, o que pode demandar também testes exaustivos para ma‐
nipuladores mais complexos. 
Conclui‐se, portanto, que a metodologia explícita e o  fator 
de escala são também abordagens restritivas, não considerando a 
redundância cinemática e as variações dos parâmetros geométri‐
cos como posição e orientação do manipulador e direção de apli‐
cação de força na determinação da capacidade de força‐momento 
de manipuladores paralelos. A metodologia proposta nesta  tese 
procurar  preencher  estas  lacunas  existentes  e  apresentar  uma 
abordagem geral para o problema de otimização de  capacidade 
de  força‐momento  de  manipuladores.  O  necessidade  de  testar 
exaustivamente a capacidade de força‐momento em todas as con‐
figurações possíveis é contornada na metodologia proposta com a 
utilização de um algoritmo global de otimização apresentado no 
Capítulo 5.  
 
 
4.5 OUTROS FATORES DE INFLUÊNCIA 
 
 
A  capacidade  de  força‐momento  de manipuladores  pode 
ser alterada por outros fatores como a rigidez do manipulador e 
pela presença de forças gravitacionais. 
Ao  executar  uma  tarefa,  um manipulador  aplica  forças  e 
momentos no meio. Estas ações externas podem deslocar o efetu‐
ador de  sua posição desejada. A  rigidez de um manipulador  é 
definida pela relação entre as ações de contato existentes e a de‐
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formação  correspondente  provocada  em  seu  efetuador 
(SALISBURY,  1980). Quanto maior  a  rigidez, menor  será  a  de‐
formação,  considerando que  as mesmas  forças  e momentos  são 
aplicados. 
Conhecer a rigidez de um manipulador é  importante para 
desempenhar com sucesso tarefas onde existe o contato do mani‐
pulador com o meio. A precisão de um manipulador em atender 
simultaneamente  referências  de  posição  e  força  desejadas  está 
relacionada com sua rigidez  (ALICI; SHIRINZADEH, 2005). Co‐
nhecendo as deformações existentes, valores desejados podem ser 
modificados de  forma  a  compensar  estas deformações, obtendo 
resultados  reais mais  precisos  sem  a  necessidade  de  adicionar 
sensores ao sistema. Estratégias de controle de força baseadas na 
impedância necessitam conhecimento preciso da  rigidez do ma‐
nipulador (ZENG; HEMANI, 1997). Detalhes sobre a formulação 
matemática da rigidez de malha aberta de mecanismos e sobre a 
influência da rigidez na capacidade de  força‐momento de mani‐
puladores são apresentados no Apêndice A. 
Em determinados tipos de robô, a força peso tem influência 
significativa na análise estática e na determinação da força máxi‐
ma possível de  ser aplicada. Como  exemplo,  em  robôs articula‐
dos, relações na ordem de 15:1 entre o peso total do robô e carga 
máxima suportada são bastante comuns. Ou seja, um robô proje‐
tado para trabalhar com uma carga útil de 150 N apresenta peso 
total em torno de 2250 N, variando de acordo com o fabricante.  
Resultados obtidos a partir de experimentos práticos reali‐
zados com um robô  industrial mostram que, em situações dinâ‐
micas,  as  forças gravitacionais  contribuem na mesma ordem de 
grandeza que todas as demais ações atuantes na composição dos 
torques  necessários  nas  juntas  para  realizar  determinada movi‐
mentação  (MAHJOUB;  FAHIM,  1994).  Em  situações  quase‐
estáticas, as forças gravitacionais são dominantes sobre as demais 
forças na  composição dos  torques necessários nas  juntas.  Infor‐
mações sobre a influência da gravidade na determinação da capa‐
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cidade de força‐momento de manipuladores são apresentadas no 
Apêndice A. 
Apesar destas observações, na abordagem apresentada nes‐
te  trabalho a capacidade de  força‐momento de manipuladores é 
determinada sem considerar a  influência da gravidade e da rigi‐
dez.  Fica  como  sugestão  para  trabalhos  futuros  o  estudo mais 
aprofundado  sobre  estes  fatores  e  sobre  formas de  incluí‐los na 
metodologia para determinação da capacidade de força‐momento 
de manipuladores proposta nesta tese.  
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5 OTIMIZAÇÃO GLOBAL: ALGORITMO DA EVOLUÇÃO 
DIFERENCIAL 
 
 
O problema de otimização global não  é  trivial  e  continua 
representando  um  desafio  para  pesquisadores  uma  vez  que  a 
obtenção  de  uma  solução  analítica  ótima  é  difícil mesmo  para 
problemas relativamente simples. Informações sobre as principais 
técnicas de otimização global  existentes podem  ser  encontradas 
em (PINTÉR, 2002). 
As  técnicas  convencionais  de  otimização  não  podem  ser 
utilizadas  em  problemas  descritos  através  de  equações  não‐
diferenciáveis. Além  disso,  tendem  a  ficar  presas  em mínimos 
locais,  em  geral próximos  ao  valor  inicial  escolhido,  quando  as 
equações envolvidas não são convexas.  
Uma  função é definida como convexa se o valor no ponto 
médio  de  qualquer  intervalo  de  seu  domínio  de  definição  não 
exceder a média aritmética dos valores nas extremidades do  in‐
tervalo. Se uma função não atende a esta condição é dita não con‐
vexa. As funções não‐convexas são funções não‐lineares e, consi‐
derando o problema de otimização, não possuem um único mí‐
nimo (ou máximo) global . 
Os principais elementos presentes em um problema de o‐
timização são as variáveis de decisão, a função objetivo e as res‐
trições. As variáveis de decisão  são os parâmetros que definem 
uma  solução para o problema. A  função objetivo  é uma  função 
que  depende  das  variáveis  de  decisão,  sendo  maximizada  ou 
minimizada no processo de otimização. A função objetivo é tam‐
bém chamada de função custo ou função fitness. As restrições são 
funções  que  definem  o  espaço  de  soluções  possíveis  (ZHANG; 
SANDERSON, 2009). 
Neste  capítulo  é mostrada  a necessidade de utilização de 
um algoritmo de otimização global para o problema de otimiza‐
ção  da  capacidade  de  força‐momento  de  manipuladores  com 
redundância cinemática e de atuação. As variáveis de decisão, as 
134   5 Otimização Global: algoritmo da Evolução Diferencial 
 
restrições e a função objetivo são apresentadas de forma genérica 
para o problema de otimização da capacidade de força‐momento 
do manipulador  serial RRRR. Os motivos para escolha do algo‐
ritmo da evolução diferencial (ED) são discutidos. Detalhes sobre 
o funcionamento, características, variantes, influência de parâme‐
tros de controle e  tratamento de restrições da ED são apresenta‐
dos. 
 
 
5.1 NECESSIDADE DE UM ALGORITMO DE OTIMIZAÇÃO 
GLOBAL 
 
 
Tendo como foco a otimização, pode‐se fazer uma analogia 
entre  o  problema  que  consiste  em  determinar  a  capacidade  de 
força‐momento em manipuladores com redundância cinemática e 
de  atuação  e  o  problema  que  consiste  em minimizar  as  forças 
necessárias  em  cada  um  dos  dedos  de  uma mão  robótica  para 
segurar  um  objeto  quando  a  localização  dos  pontos  de  contato 
não é conhecida. Em ambos os casos existem infinitas configura‐
ções possíveis e infinitas possibilidades de distribuição de forças 
ou torques nos atuadores. O problema consiste em encontrar uma 
configuração e uma distribuição de  forças ou  torques ótimas de 
acordo com o objetivo que se deseja alcançar. 
O problema da distribuição de forças em mãos robóticas ou 
de segurar um objeto através de múltiplos contatos é  tratado de 
forma ampla na literatura (BICCHI; KUMAR, 2000). 
 No entanto, em grande parte dos estudos, o ponto de con‐
tato  é definido  e otimizam‐se  apenas  as  ações de  contato. Con‐
forme Okamura  et  al.  (2000),  encontrar  a  localização  ótima dos 
pontos de  contato não  é  trivial pois as  equações que definem o 
espaço de busca são não‐lineares e não‐convexas e, portanto, téc‐
nicas convencionais de otimização convexa não podem ser utili‐
zadas. Boyd e Wegbreit (2007) sugere que sejam geradas configu‐
rações iniciais potencias e, para cada configuração inicial, as ações 
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de  contato  são otimizadas utilizando uma  técnica  convencional, 
escolhendo‐se  aquela  que  apresentar  melhor  resultado.  Mas  o 
problema continua em aberto pois não existe uma forma analítica 
de definir quantas e quais são as configurações iniciais potenciais. 
Na determinação da capacidade de força‐momento de ma‐
nipuladores  com  redundância  cinemática, as equações que defi‐
nem a função objetivo a ser otimizada são também não‐lineares e 
não‐convexas. A análise do manipulador  serial RRRR mostrado 
na Figura 4.7  e  estudado na Seção 4.2.2 pode  ser utilizada para 
comprovar esta afirmação.  
Na análise são consideradas as mesmas condições e simpli‐
ficações  assumidas na  Seção  4.2.2. O manipulador RRR  equiva‐
lente utilizado na análise e mostrado na Figura 4.8 é reproduzido 
na Figura 5.1.  
 
Figura 5.1:   Representação  esquemática do manipulador planar RRRR, 
reduzido a um RRR equivalente 
 
Desconsiderando  as  forças  gravitacionais  e  de  atrito,  a  relação 
entre as ações de contato e os torques nos atuadores é dada por: 
ቐ
ܨ௫ܨ௬
ܯ௭
ቑ ൌ ܬି் ൝
߬஺߬஻߬஼
ൡ 
(5.1) 
O  Jacobiano depende dos ângulos das  juntas A, B e C que defi‐
nem a configuração do manipulador. Obtendo de forma  literal a 
matriz ܬି், as ações Fx, Fy e Mz são escritas na forma: 
A
B
2
1
0
x
y
z
O
θA
C
4 P
D
θB
θC
θD
3
Fx
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ܨ௫ ൌ ܥ஺஻ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽଵܥ஺ ൅ ܽଶܥ஺஻
ܽଵܽଶܵ஻ ൰ ߬஻ ൅
ܥ஺
ܽଶܵ஻ ߬஼  
(5.2) 
ܨ௬ ൌ ஺ܵ஻ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽ1 ஺ܵ ൅ ܽ2 ஺ܵ஻
ܽଵܽଶܵ஻ ൰ ߬஻ ൅
஺ܵ
ܽଶܵ஻ ߬஼ 
(5.3) 
ܯ௭ ൌ ܽଷܵ஼ܽଵܵ஻ ߬஺ െ ൬
ܽଵܽଷܵ஻஼ ൅ ܽଶܽଷܵ஼
ܽଵܽଶܵ஻ ൰ ߬஻ ൅ ൬
ܽଶܵ஻ ൅ ܽଷܵ஻஼
ܽଶܵ஻ ൰ ߬஼  
(5.4) 
Como o grau de  redundância  cinemática  é  igual a um, pode‐se 
escrever estas ações em função do ângulo θA apenas. Escolhendo 
arbitrariamente o modo de  trabalho  identificado  como  cotovelo 
para baixo (0 rad <θC < π rad), obtém‐se de forma unívoca através 
de relações trigonométricas: 
ܥ஼ ൌ ቆ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ െ ܽଶଶ െ ܽଷଶ
2ܽଶܽଷ ቇ 
(5.5) 
ܵ஼ ൌ ඨ1 െ ቆ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ െ ܽଶଶ െ ܽଷଶ
2ܽଶܽଷ ቇ
ଶ
 
(5.6) 
ܥ஺஻ ൌ ቆ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻܽଷܵ஼
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ ቇ 
(5.7) 
஺ܵ஻ ൌ ቆെ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻܽଷܵ஼ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻଶ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻଶ ቇ 
(5.8) 
Nas equações (5.7) e (5.8) o cosseno e o seno do ângulo θC ainda 
não  foram  substituídos  por  seus  valores  dados  pelas  equações 
(5.5) e (5.6) respectivamente. As outras relações necessárias são: 
ܵ஻ ൌ ஺ܵ஻ܥ஺ െ ܥ஺஻ ஺ܵ  (5.9) 
ܥ஻ ൌ ܥ஺஻ܥ஺ ൅ ஺ܵ஻ ஺ܵ  (5.10) 
ܵ஻஼ ൌ ܵ஻ܥ஼ െ ܥ஻ܵ஼  (5.11) 
Substituindo‐se as equações (5.5) a (5.11) nas equações (5.2) a (5.4) 
obtém‐se as ações em função dos torques nos atuadores e do ân‐
gulo da junta A.  
O problema em estudo consiste aplicar uma força máxima 
na direção x, sendo a força Fy e o momento Mz nulos. As variáveis 
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de decisão são os  torques nos atuadores e o ângulo θA. As posi‐
ções angulares das demais juntas podem ser obtidas a partir de θA 
e, portanto, não são variáveis de decisão. A formulação geral do 
problema pode ser apresentado na forma: 
Maximize  ܨ௫ሺ߬஺, ߬஻, ߬஼, ߠ஺ሻ   
               Sujeito a: 
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ܨ௬ሺ߬஺, ߬஻, ߬஼, ߠ஺ሻ ൌ 0
ܯ௭ሺ߬஺, ߬஻, ߬஼, ߠ஺ሻ ൌ 0െ߬஺௠á௫ ൏ ߬஺ ൏ ߬஺௠á௫െ߬஻௠á௫ ൏ ߬஻ ൏ ߬஻௠á௫െ߬஼௠á௫ ൏ ߬஼ ൏ ߬஼௠á௫
ߠ஺௠௜௡ ൏ ߠ஺ ൏ ߠ஺௠á௫
 
 
A última  restrição θAmin < θA< θAmáx deve  ser  incluída pois 
existem valores de θA que  levam o manipulador a configurações 
impossíveis de serem alcançadas. Se a geometria do manipulador 
é simples, a restrição pode ser escrita na forma apresentada onde 
θAmáx é o máximo valor admissível de θA e θAmin é o mínimo valor 
admissível.  Com  geometrias  complexas,  restrições  adicionais 
podem ser necessárias.  
A  função  objetivo  a  ser maximizada  pode  ser  escrita  na 
forma: 
ܨ௫ ൌ ൫
ሺܺ஽ െ ܽଵܥ஺ሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ ൅ ሺ ஽ܻ െ ܽଵ ஺ܵሻܽଷܵ஼൯ሺ߬஺ െ ߬஻ሻ
ܽଵ൫ሺെܺ஽ܥ஺ ൅ ஽ܻ ஺ܵ ൅ ܽଵሻܽଷܵ஼ ൅ ሺ ஽ܻܥ஺ െ ܺ஽ ஺ܵሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ൯
െ ܥ஺൫ܺ஽
ଶ ൅ ஽ܻଶ െ 2ܽଵܥ஺ ஺ܵ ൅ ܽଵଶ൯ሺ߬஻ െ ߬௖ሻ
ܽଶ൫ሺെܺ஽ܥ஺ ൅ ஽ܻ ஺ܵ ൅ ܽଵሻܽଷܵ஼ ൅ ሺ ஽ܻܥ஺ െ ܺ஽ ஺ܵሻሺܽଶ ൅ ܽଷܥ஼ሻ൯ 
(5.12) 
Mesmo sem substituir os valores do seno e cosseno de θC, a pre‐
sença de termos em seno e cosseno e de termos quadráticos mos‐
tra que a equação (5.12) é não‐linear em função das variáveis de 
decisão. Seguindo o mesmo procedimento obtém‐se também para 
as restrições Fy=0 e Mz=0 equações não lineares.  
A verificação de que a função objetivo é não‐convexa  não é 
tão simples é será feita através de um contraexemplo   da conve‐
xidade. A presença das funções seno e cosseno fornece um indica‐
tivo desta condição, mas não é suficiente pois o espaço de busca é 
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restrito. Prova concreta da não convexidade da função no espaço 
de busca considerado pode ser obtida através da análise dos grá‐
ficos das  Figuras  4.10  e  4.16,  onde  a  força máxima  aplicada  na 
direção x apresenta um máximo global em θA =90°, mas apresenta 
também  um máximo  local  em  outra  posição  de  θA. Observa‐se 
também que nas configurações cotovelo para cima (‐π rad <θC < 0 
rad) e cotovelo para baixo (0 rad <θC < π rad) as forças máximas 
são diferentes. Em uma otimização global, estas duas configura‐
ções são possibilidades distintas de solução. Se na busca da solu‐
ção ótima o algoritmo  ficar preso na configuração que  fornece a 
menor  força máxima,  pode‐se  entender  que  o  resultado  encon‐
trado é um máximo local.  
Na análise não  foi considerada a  redundância de atuação. 
Na presença desta, além das equações apresentadas, deve existir 
uma restrição adicional assegurando que o equilíbrio estático seja 
mantido. 
  Conclui‐se, portanto,  que  as  equações  envolvidas na de‐
terminação da  capacidade de  força‐momento de manipuladores 
com redundância cinemática e de atuação são não‐lineares e não‐
convexas, exigindo a utilização de uma técnica global de otimiza‐
ção para a resolução do problema.  
 
 
5.2 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DA TÉCNICA DE 
EVOLUÇÃO DIFERENCIAL 
 
 
Existem técnicas exatas e técnicas heurísticas utilizadas pa‐
ra resolver o problema de otimização global.   As  técnicas exatas 
apresentam uma metodologia  rigorosa e asseguram que o míni‐
mo  (ou  máximo)  global  é  alcançado  (FLOUDAS;  GOUNARIS, 
2009). Mas, mesmo com o avanço rápido da capacidade computa‐
cional,  alguns  problemas  de  otimização  global  são  intratáveis 
com a utilização das técnicas exatas.  
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As técnicas heurísticas não garantem a convergência para o 
mínimo  (ou máximo) global, mas  conseguem  lidar  com proble‐
mas complexos que não podem ser abordados através das técni‐
cas exatas. São exemplos de técnicas heurísticas o algoritmo gené‐
tico  (GOLDBERG,  1989),  simulated  annealing,  estratégias  evoluti‐
vas  (OSMAN; KELLY, 1996) e busca  tabu  (GLOVER; LAGUNA, 
1998).  
A ED é um algoritmo evolutivo, capaz de  lidar com funções 
objetivo não‐lineares, não convexas e não‐diferenciáveis de variá‐
veis contínuas, proposto por Storn e Price (1997). Trata‐se de uma 
estratégia evolutiva e  foi escolhida neste  trabalho para determi‐
nação  da  capacidade  de  força‐momento  de manipuladores  por 
apresentar  as  seguintes  características,  descritas  em  (DAS; 
SUGANTHAN, 2011): 
 Comparada com a maioria das outras técnicas heurísticas, 
a ED é direta e simples de implementar. O código básico 
pode ser facilmente adaptado para problemas específicos; 
 Estudos  recentes  mostram  que  a  ED  apresenta 
desempenho  superior  a  outras  técnicas,  tendo  obtido 
resultados  expressivos  em  competições  de  otimização 
organizadas  durante  as  últimas  Conferências 
Internacionais  em  Computação  Evolutiva  (CEC).  O 
desempenho  geral  da  ED  em  termos  de  precisão, 
velocidade  de  convergência  e  robustez  a  torna  atrativa 
para aplicação em problemas de engenharia; 
 Possui apenas  três parâmetros de controle e a  influência 
destes  parâmetros  no  desempenho  do  algoritmo  é  bem 
conhecida; 
A ED busca  sempre a minimização da  função objetivo. Por‐
tanto,  a melhor  solução  é  a  que  apresenta  função  objetivo  com 
menor  valor.  Isto não  representa uma  limitação para  o método 
pois  o  processo  de maximizar  uma  função  f(x)  é  equivalente  a 
minimizar uma  função  ‐  f(x). O  funcionamento geral da ED é a‐
presentado na Seção 5.3 
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5.3 EVOLUÇÃO DIFERENCIAL: FUNDAMENTOS 
 
 
Considere um problema de otimização com η variáveis de 
decisão,  definido  através  de  uma  função  objetivo  e  através  de 
funções de restrição. Na ED, os parâmetros de controle necessá‐
rios são o tamanho da população N, o fator de escala Fs e o fator 
de  recombinação CR. A  influência no processo de otimização de 
cada um destes parâmetros e valores usuais indicados na literatu‐
ra são apresentados na Seção 5.5. 
O processo de otimização inicia com a geração aleatória de 
N indivíduos que formam a população inicial. Cada indivíduo da 
população é  identificado por ݔ௧,௜, onde  i é o  índice do  indivíduo 
na população e  t é o  índice da geração ao qual o  indivíduo per‐
tence. Na forma vetorial, cada indivíduo é representado por:  
ݔ௧,௜ ൌ
ۖە
۔
ۖۓݔ௧,௜,ଵݔ௧,௜,ଶݔ௧,௜,ଷ
ڭ
ݔ௧,௜,ఎۙۖ
ۘ
ۖۗ 
(5.13) 
As variáveis de decisão de cada indivíduo são representadas por 
ݔ௧,௜,௡ onde o terceiro índice é utilizado para diferenciar cada uma 
entre as η variáveis de decisão existentes. A população Xt de uma 
geração t é representada por: 
ܺ௧ ൌ ൛ݔ௧,௜; ݅ ൌ 1,… ,ܰൟ  (5.14) 
  A partir da população inicial é gerado para cada indivíduo ݔ௧,௜ 
um vetor mutante definido por ݑ௧ାଵ,௜. Em sua  forma básica, a e‐
quação que define o vetor mutante é: 
ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௥భ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య൯  (5.15) 
Os índices r1, r2 e r3 representam indivíduos da geração t escolhi‐
dos aleatoriamente, mas diferentes entre  si e diferentes  também 
do  indivíduo  representado pelo  índice  i. Ao parâmetro  Fs deve 
ser atribuído pelo usuário algum valor maior do que zero.  
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O vetor ݔ௧,௥భ é definido como vetor de base e o vetor mutan‐
te é gerado a partir deste vetor de base, somado à diferença entre 
dois vetores da população. A Figura 5.2 mostra o mecanismo de 
geração de vetores mutantes no caso em que η é igual a 2. As va‐
riáveis de decisão são x1 e x2. 
 
Figura 5.2:  Mecanismo de busca diferencial da ED 
 
  Definidos os vetores mutantes, o próximo passo do algoritmo 
é a recombinação entre os indivíduos ݔ௧,௜ e os indivíduos mutan‐
tes ݑ௧ାଵ,௜ gerando os vetores teste ݒ௧ାଵ,௜ através da equação: 
ݒ௧ାଵ,௜,௝ ൌ ቊݑ௧ାଵ,௜,௝ se ݎܾܽ݊݀
ሺ݆ሻ ൑ ܥܴ ou ݆ ൌ ݎܾ݊ݎሺ݅ሻ
ݔ௧,௜,௝ caso contrário  
(5.16) 
onde j=1,2,...,η. O parâmetro CR é um valor constante no intervalo 
[0 , 1] definido pelo usuário. O termo ݎܾܽ݊݀ሺ݆ሻ define um número 
randômico com distribuição uniforme no intervalo [0  , 1] gerado 
para cada  j. O  termo ݎܾ݊ݎሺ݅ሻ é um  índice que assume um valor 
inteiro  no  intervalo  [1 ,  η]. A  recombinação  pode  ser  ilustrada 
através na Figura 5.3 onde η = 7.  
xt,r1(vetor base)
xt,r2
xt,r3
ut+1,ixt,i
x1
x2
N indivíduos da geração t
Vetor mutante
Mínimo da função
Fs(xt,r2‐ xt,r3)
(xt,r2‐ xt,r3)
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Neste exemplo, o vetor teste possui três variáveis do vetor 
mutante  e  quatro  variáveis  do  vetor  original.  A  condição 
ݎܾ݊ݎሺ݅ሻ ൌ ݆ garante que pelo menos uma variável do vetor mu‐
tante esteja presente no vetor teste. 
 
Figura 5.3:  Mecanismo de geração do vetor teste na ED 
 
  O  fitness  de  um  indivíduo  da  população  é  definido  como  o 
valor da  função objetivo calculado a partir de  suas variáveis de 
decisão. No próximo passo do algoritmo é calculado o fitness dos 
vetores originais e dos vetores  teste. O valor do  fitness do vetor 
original é comparado com o valor do seu vetor  teste correspon‐
dente  e  aquele  que  tiver melhor  fitness  sobrevive,  formando  a 
próxima  geração. O  processo  de  geração  de  novas  populações 
continua até que um critério de parada estabelecido pelo usuário 
seja  satisfeito. Normalmente  utiliza‐se  como  critério  de  parada 
um valor mínimo da  função objetivo a ser alcançado ou um nú‐
mero máximo de gerações G. No final do processo, as variáveis de 
decisão otimizadas pertencem ao indivíduo com o melhor fitness, 
considerando todos os indivíduos de todas as gerações. 
 
j=1
2
3
4
5
6
7
xt,i
Indivíduo da geração t, 
contendo as n variáveis 
de decisão xt,i,n
j=1
2
3
4
5
6
7
ut+1,i
Vetor mutante
j=1
2
3
4
5
6
7
vt+1,i
Vetor teste
randb(3)≤ CR
randb(7)≤ CR
rbnr(i)= 6
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5.4 VARIANTES CLÁSSICAS DA EVOLUÇÃO 
DIFERENCIAL  
 
 
   As  variantes  da  ED  são  classificadas  conforme  a  notação 
ED/α/β/δ, onde α  indica o método de escolha do vetor base que 
gera o vetor mutante, β indica o número de diferenças de vetores 
utilizados para  alterar  o  vetor  base  e  δ  indica  o mecanismo de 
recombinação utilizado para gerar o vetor teste.   
Os  três principais métodos para  escolha do vetor de base 
são identificados pelos acrônimos rand, best e rand‐to‐best. Na ver‐
são clássica mais difundida na  literatura, utiliza‐se α=rand o que 
significa que o vetor base é escolhido de forma aleatória. Na vari‐
ante α=best, o vetor de base é o  indivíduo com melhor  fitness na 
geração t indicado por ݔ௧,௕௘௦௧ e o vetor mutante é gerado por: 
ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௕௘௦௧ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య൯  (5.17) 
Na variante  α=rand‐to‐best,  o vetor de  base  é  gerado  através de 
uma recombinação aritmética entre o vetor ݔ௧,௕௘௦௧ e o vetor ݔ௧,௥ଵ. O 
vetor mutante é obtido através da equação: 
ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௥భ ൅ ߛ൫ݔ௧,௕௘௦௧ െ ݔ௧,௥భ൯ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య൯  (5.18) 
onde γ é um valor no intervalo [0 , 1]. 
Em geral, a utilização da variante best apresenta uma maior 
velocidade de convergência e uma rápida redução de diversida‐
de,  o  que  pode  levar  o  algoritmo  a  convergir  prematuramente 
para algum mínimo local (GUIMARÃES, 2009). 
 O número de diferenças utilizadas no algoritmo está rela‐
cionado com a capacidade de busca do algoritmo. Em compara‐
ção com a versão onde β=1, um maior número de diferenças me‐
lhora a busca global mas prejudica a busca  local pois os vetores 
base sofrem maior perturbação.  Supondo β=3, o vetor mutante é 
representado por: 
ݑ௧ାଵ,௜ ൌ ݔ௧,௜ ൅ ܨ௦൫ݔ௧,௥మ െ ݔ௧,௥య ൅ ݔ௧,௥ర െ ݔ௧,௥ఱ ൅ ݔ௧,௥ల െ ݔ௧,௥ళ൯  (5.19) 
Os valores clássicos do número de diferenças são β=1 e β=2. 
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Os tipos de recombinações utilizados na ED são o binomial 
(bin)  e o  exponencial  (exp). Detalhes  sobre os procedimentos de 
recombinação  bin    e  rand  podem  ser  encontrados  em 
(GUIMARÃES, 2009). 
Existem no  total dez variantes clássicas da ED, dadas pela 
combinação dos parâmetros α, β e δ, conforme mostrado na Tabe‐
la 5.1. 
 
Tabela 5.1: Variantes clássicas da ED 
notação  α  β  δ 
ED/rand/1/bin  rand  1  bin 
ED/rand/2/bin  rand  2  bin 
ED/rand/1/exp  rand  1  exp 
ED/rand/2/exp  rand  2  exp 
ED/best/1/bin  best  1  bin 
ED/best /2/bin  best  2  bin 
ED/best /1/ exp  best  1  exp 
ED/best /2/ exp  best  2  exp 
ED/rand‐to‐best/1/bin rand‐to‐best  1  bin 
ED/rand‐to‐best/1/exp rand‐to‐best  1  exp 
 
 
5.5 INFLUÊNCIA DOS PARÂMETROS DE CONTROLE  
 
 
   Os  parâmetros  de  controle  a  serem  definidos  pelo  usuário 
para o  funcionamento da ED são o  tamanho da população N, o 
fator de  escala  Fs  e o  fator de  recombinação CR. Vários  estudos 
conduzem a valores recomendados para estes parâmetros. 
  Conforme  Storn  e Price  (1997), uma  escolha  razoável para  o 
tamanho N  da  população  está  entre  5η  e  10η. Gamperle  et  al. 
(2002) sugere valores na  faixa 3η e 8η. Na escolha de N deve‐se 
observar que, quanto maior a população, maior a probabilidade 
do algoritmo de encontrar o mínimo global. Mas uma população 
maior  implica em uma velocidade de convergência  relativa me‐
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nor devido à realização de um maior número de operações para o 
cálculo da função custo dos indivíduos.  
  O fator de escala influencia diretamente na velocidade de 
convergência do algoritmo. Valores pequenos, na faixa entre 0,3 e 
0,4,  favorecem  a  uma  rápida  convergência,  mas,  como  conse‐
quência, o algoritmo pode ficar preso em mínimos locais. Valores 
maiores favorecem o algoritmo a escapar de mínimos locais, mas 
podem  prejudicar  a  convergência  pois  a  perturbação  no  vetor 
base  pode  ser maior  que  a  distância  necessária  para  chegar  ao 
valor mínimo da função objetivo.  
Storn e Price (1997) sugerem utilizar como escolha inicial Fs 
=0,5. Havendo  convergência  prematura  este  valor  deve  ser  au‐
mentado.  Estudos  mais  recentes  mostram  que  valores  típicos 
estão  entre  0,4<  Fs  <0,95,  sendo  0,9  uma  boa  escolha  inicial 
(RONKKONEN et al., 2005). Um método alternativo propõe que 
o valor de Fs assuma valores distintos para cada geração, seguin‐
do uma distribuição normal  com média 0,5 e desvio padrão 0,3 
(QIN et al., 2009). Outra possibilidade, proposta nesta tese, é uti‐
lizar em cada geração valores de Fs randômicos (distribuição uni‐
forme) entre [0,4 , 0,9]. O valor de Fs é sempre positivo e estudos 
empíricos mostram que valores abaixo de 0,4 e acima de 1,0 são 
efetivos apenas em  situações ocasionais, não  sendo empregados 
na prática (STORN; PRICE, 1997). 
O fator de recombinação pode assumir valores no intervalo 
[0 , 1]. Para valores próximos de zero, o número de variáveis que 
passam do vetor mutante para o vetor  teste é pequeno. Com CR 
próximo de um, o vetor teste é composto praticamente pelas vari‐
áveis do vetor mutante. Uma boa escolha para CR é 0,1, mas como 
um  valor maior  acelera  a  convergência,  utilizar  como  tentativa 
inicial um  valor próximo de  0,9  é  interessante para  verificar  se 
uma solução rápida é possível (STORN; PRICE, 1997). Quando a 
função  apresenta  vários mínimos  locais  e dependência  entre  as 
variáveis,  valores  no  intervalo  [0,9  ,  1]  devem  ser  utilizados 
(PRICE et al., 2005). 
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5.6 TRATAMENTO DE RESTRIÇÕES 
 
 
   A maioria dos problemas de otimização envolve a presença de 
restrições. De forma geral, estas restrições podem ser classificadas 
em restrições de funções de igualdade, restrições de inequações e 
restrições de limites de variáveis (DAS; SUGANTHAN, 2011).  
Um dos métodos utilizados para tratar restrições de igual‐
dade e de inequações em algoritmos evolutivos é penalizar a fun‐
ção  objetivo  caso  estas  restrições  sejam  violadas  (LAMPINEN, 
2002)(YENIAY,  2005)(MICHALEWICZ,  1995). As  restrições  são 
incorporadas na  função objetivo  tornando o problema de otimi‐
zação irrestrito.  
Seja  f(X)  a  função  objetivo  a  ser  minimizada  e  g(X)=0  e 
h(X)=0  duas  funções  de  restrição  de  igualdade,  a  nova  função 
objetivo  ݂ᇱሺܺሻ  que  leva  em  consideração  as  restrições  pode  ser 
definida pela equação: 
݂ᇱሺܺሻ ൌ ݂ሺܺሻ ൅ ଵܲ|݃ሺܺሻ| ൅ ଶܲ|݄ሺܺሻ|  (5.20) 
onde P1 e P2  são constantes que ponderam a  influência de cada 
uma das  restrições. A condição de módulo é utilizada para que 
valores negativos das equações de restrição também sejam pena‐
lizados. Nas restrições de inequações a abordagem é similar, mas 
a penalização ocorre apenas se a condição definida não é satisfei‐
ta. 
As  restrições de  limite de variáveis podem  ser  tratadas a‐
través da eliminação das soluções que não satisfazem a estas res‐
trições  ou  como  penalidades  na  função  objetivo  (DAS; 
SUGANTHAN,  2011).    Ao  abordar  o  problema  penalizando  a 
função objetivo, o procedimento é similar ao utilizado para tratar 
inequações. Se a variável está fora dos limites aceitáveis, a função 
objetivo  é penalizada. Esta penalização pode  ser proporcional à 
magnitude com que a variável extrapola o limite ou assumir va‐
lores elevados para qualquer extrapolação, evitando que o  indi‐
víduo passe para as gerações futuras. 
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  Se  os  limites  são  impostos  às variáveis de decisão,  a  se‐
gunda alternativa é verificar se são extrapolados no momento da 
geração do vetor mutante de cada  indivíduo. Os vetores mutan‐
tes que apresentarem variáveis fora dos limites são eliminados e 
substituídos  por  outros  que  atendam  às  condições  de  restrição 
definidas. Para a geração do novo vetor mutante, alteram‐se so‐
mente as variáveis que estão fora dos limites. Estas variáveis po‐
dem  ser  substituídas  pelo  valor  do  limite  extrapolado,  por  um 
valor  randômico  gerado  no  intervalo  definido  pelo  espaço  de 
busca ou por um valor médio  entre o valor  limite  e o valor da 
variável no vetor de base. 
 
 
5.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS SOBRE A ED 
 
 
O desempenho da ED, assim como outras estratégias evolu‐
tivas, é dependente da escolha dos parâmetros de controle. Em‐
bora  os  valores  sugeridos  na  literatura  sejam  adequados  para 
grande  parte  dos  problemas,  a  forma  como  ocorre  a  interação 
entre os parâmetros e como isto afeta o desempenho do algoritmo 
em uma  classe de problemas  específicos não  é  ainda  completa‐
mente entendida.  
Não  existe, portanto, uma  escolha de parâmetros  ideal que 
funcione de forma ótima para todos os problemas de otimização. 
Cada problema apresenta suas características e peculiaridades e, 
em  algumas  situações,  a  escolha  dos  parâmetros  deve  ser  feita 
através de testes exaustivos.  
Para  o  problema  de  otimização  da  capacidade  de  força‐
momento,  testes  de  simulação  foram  realizados  com  diferentes 
combinações de Fs, CR e de estratégias. As restrições de equações 
e  inequações  foram  tratadas  através  da  penalização  da  função 
objetivo. As variáveis de decisão que  extrapolaram  seus  limites 
foram substituídas pelos valores dos limites extrapolados. A aná‐
lise dos resultados obtidos e a escolha de uma combinação ade‐
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quada para os problemas de otimização em estudo, apresentados 
no Capítulo 7, é uma das contribuições desta tese.   
O algoritmo da ED não se restringe às variantes apresenta‐
das neste capítulo. Como é um tópico de pesquisa bastante ativo, 
um referencial atualizado de novas variantes pode ser encontrado 
em  (DAS; SUGANTHAN, 2011). Variantes adaptativas, onde os 
parâmetros da ED são definidos de  forma automática, são apre‐
sentadas em (ZHANG; SANDERSON, 2009).  
Como a combinação de parâmetros obtida a partir dos re‐
sultados das  simulações mostrou‐se eficiente para os problemas 
em estudo, não houve necessidade de utilizar outras variantes da 
ED ou de utilizar a ED adaptativa neste trabalho. Mas fica como 
recomendação  para  trabalhos  futuros  o  estudo  e  aplicação  de 
técnicas mais avançadas para a determinação dos parâmetros de 
controle  no  problema  de  otimização  de  capacidade  de  força‐
momento de manipuladores. 
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CAPACIDADE DE FORÇA‐MOMENTO DE 
MANIPULADORES 
 
 
A metodologia proposta para otimização de força compre‐
ende os manipuladores serias e paralelos,  tanto planos como es‐
paciais.  Comparativamente com os outros métodos existentes na 
literatura, apresentados na Seção 4.4, diferencia‐se principalmen‐
te por lidar com manipuladores que apresentem simultaneamen‐
te redundância cinemática e de atuação e com a presença de pa‐
râmetros geométricos variáveis. A Tabela 6.1 mostra um compa‐
rativo entre as abordagens existentes na  literatura e a metodolo‐
gia proposta. 
 
Tabela 6.1: Comparativo entre as abordagens existentes para otimização 
da capacidade de força‐momento de manipuladores 
  Abordagem  Papadopoulos  Nokleby   Metodologia  
Abrangência    e Gonthier  et al.  proposta 
Manipuladores 
 
planos  SIM  SIM  SIM 
espaciais  NÃO  SIM  SIM 
seriais   SIM  NÃO  SIM 
paralelos  NÃO  SIM  SIM 
Redundância  cinemática  SIM  NÃO  SIM 
atuação  NÃO  SIM  SIM 
Diferentes modos de trabalho  SIM  NÃO  SIM 
Posição do efetuador variável  NÃO  NÃO  SIM 
Orientação do efetuador variável NÃO  NÃO  SIM 
Direção de aplicação de força 
variável  SIM  NÃO  SIM 
Diferentes ações de contato pre‐
sentes  NÃO  SIM  SIM 
Otimização de forças em trajetó‐
rias  SIM  NÃO  SIM 
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Considerando a abrangência de cada uma delas na resolu‐
ção de problemas de otimização de capacidade de força‐momento 
de manipuladores,  observa‐se  que  as  abordagens  existentes  na 
literatura podem ser utilizadas para resolver problemas específi‐
cos, mas são restritivas quando o objetivo é determinar de forma 
geral a capacidade de força‐momento de manipuladores. 
Neste capítulo a metodologia proposta para otimização de 
capacidade de força‐momento de manipuladores, objetivo princi‐
pal desta tese, é mostrada.  
A adaptação da estática, calculada pelo método de Davies, 
ao problema em estudo é apresentada. A definição de uma  fun‐
ção  objetivo,  adequada  ao  problema  em  estudo  e  a  técnica  da 
evolução diferencial utilizada, é discutida. A extensão da metodo‐
logia  para  problemas  de  otimização  de  capacidade  de  força‐
momento ao longo de uma trajetória é apresentada. A metodolo‐
gia de otimização proposta, a utilização da estática pelo método 
de Davies, a definição de uma função objetivo adequada ao pro‐
blema e a extensão da metodologia para otimização da  força ao 
longo de uma trajetória são contribuições originais deste trabalho. 
 
 
6.1 METODOLOGIA DE OTIMIZAÇÃO PROPOSTA 
 
 
Conhecidas  as  características  físicas  do  manipulador  em 
estudo  como  a  topologia,  geometria  e  limites  dos  atuadores,  a 
metodologia proposta pode ser descrita através de etapas, sendo 
as principais a determinação da função objetivo e a definição da 
tarefa a ser executada. Como resultado final, fornece as ações nos 
atuadores  e  a posição das  juntas  que  otimizam  o problema  em 
análise. 
A determinação da função objetivo é uma etapa importante 
de  qualquer  processo  de  otimização  e  exige  conhecimento  do 
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problema em estudo. Uma  função objetivo mal  formulada pode 
levar o algoritmo a não apresentar convergência.  
Considerando  que  na  literatura  não  existem  abordagens 
para o problema de otimização da capacidade de força‐momento 
de manipuladores, a função objetivo apresentada é uma das con‐
tribuições  originais  desta  tese.  Por  sua  formulação  genérica,  a‐
dapta‐se a diferentes condições e restrições impostas pela tarefa a 
ser executada e pode ser utilizada para diferentes tipos de mani‐
puladores. 
A definição da tarefa pode ser entendida como o objetivo a 
ser  atingido  no  problema  de  otimização.  Fornece  as  diretrizes 
para determinar as variáveis de decisão  e as  restrições  e para a 
particularização  da  função  objetivo. A metodologia  proposta  é 
flexível e pode ser empregada quando os objetivos a seguir lista‐
dos são definidos pela tarefa a ser executada: 
 Determinar a  força  (ou momento) máxima aplicada pelo 
manipulador  em  uma  direção  definida,  sendo  todas 
demais ações de contato com o meio conhecidas (em geral 
iguais a zero); 
 Determinar a  força  (ou momento) máxima aplicada pelo 
manipulador em uma direção definida, sendo o valor de 
uma ou alguma das demais ações de contato livre (podem 
assumir um valor qualquer); 
 Determinar  a  direção  em  que  o manipulador  consegue 
aplicar a força (ou momento) máxima, podendo as demais 
forças assumir valores definidos ou valores livres; 
 Determinar  a  orientação  do  EF  em  que  o manipulador 
consegue aplicar a  força  (ou momento) máxima em uma 
direção  específica,  considerando  a posição  cartesiana do 
EF  constante  e  que  as  demais  forças  podem  assumir 
valores definidos ou valores livres; 
 Determinar  a posição  cartesiana  em que o  contato  entre 
manipulador  e  meio  deve  ocorrer  de  forma  que  se 
obtenha a  força  (ou momento) máxima  em uma direção 
definida 
152  
6 Metodologia para determinação da Capacidade de força‐
momento de Manipuladores 
 
 Determinar  a  configuração  em  que  o  manipulador 
consegue aplicar a  força  (ou momento) máxima em uma 
direção definida; 
 Determinar a maior força (ou momento) constante em que 
o  manipulador  consegue  aplicar  ao  longo  de  uma 
trajetória,  considerando  todas  as  configurações  iniciais 
possíveis. 
A metodologia proposta utiliza os conceitos de mobilidade, 
redundância  cinemática,  redundância de atuação e grau  líquido 
de  restrição  apresentados  no Capítulo  2. A  estática  é  resolvida 
através do método de Davies. O problema de otimização é resol‐
vido utilizando a  técnica de ED. Como a metodologia proposta 
exige uma série de procedimentos, foi segmentada em  treze eta‐
pas  para  facilitar  sua  execução  e  reprodução. As  considerações 
sobre cada uma das etapas e os detalhes de cada um dos passos 
dentro das etapas são apresentados a seguir. 
 
ETAPA 1 ‐ DEFINIR A TAREFA A SER EXECUTADA 
O objetivo é definir o problema de otimização a ser resolvi‐
do. Na definição da tarefa a ser executada, as seguintes ques‐
tões devem ser analisadas e respondidas: 
a) Definir ponto de contato entre o manipulador e o meio. Se 
o  ponto  de  contato  não  é  obrigatoriamente  constante, 
definir o intervalo de variação possível; 
b) Definir a orientação do EF ou da plataforma móvel. Se a 
orientação  não  é  obrigatoriamente  constante,  definir  o 
intervalo de variação possível; 
c) Definir a direção de aplicação de  força. Se direção não é 
obrigatoriamente  constante,  definir  o  intervalo  de 
variação possível; 
d) Definir a configuração do manipulador. Se a configuração 
não  é  obrigatoriamente  constante,  definir  as  variantes 
possíveis; 
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e) Definir  as  forças  e  momentos  desejados.  Se  as  força  e 
momentos  não  são  obrigatoriamente  constantes,  definir 
os intervalos de variação possíveis. 
 
ETAPA 2 ‐ DETERMINAR AS CARACTERÍSTICAS ESTÁTICAS 
E CINEMÁTICAS DO MANIPULADOR 
O objetivo é fornecer informações sobre o mecanismo, neces‐
sárias para a análise estática e para a definição das variáveis 
primárias e secundárias. 
a) Determinar a mobilidade M; 
b) Determinar o grau líquido de restrição Cn; 
c) Determinar o grau de redundância cinemática R; 
d)  Determinar o grau de redundância de atuação Ra. 
 
ETAPA 3 ‐ DETERMINAR  AS  EQUAÇÕES  DE  EQUILÍBRIO 
ATRAVÉS DO MÉTODO DE DAVIES 
O  objetivo desta  etapa  é  obter  as  equações da  estática  que 
descrevem as variáveis secundárias em função das variáveis 
primárias. Em geral, as variáveis primárias são os  torques e 
forças dos atuadores e as variáveis secundárias são as ações 
de  contato. No processo de otimização, as variáveis primá‐
rias  são variáveis de decisão e as variáveis  secundárias  são 
parte da  função objetivo, podendo  ser maximizadas ou mi‐
nimizadas de acordo com a  tarefa a  ser executada. Na pre‐
sença de redundância cinemática, um dos torques (ou forças) 
dos atuadores é obrigatoriamente uma variável secundária e 
deve ser tratado como uma restrição no processo de otimiza‐
ção. Como a estática deve ser resolvida numericamente para 
cada  indivíduo  da  população,  pode  ser  conveniente  obter 
expressões  simbólicas  como  forma  de  reduzir  o  tempo  de 
processamento do algoritmo. Para obter as equações de equi‐
líbrio utilizando o método de Davies é necessário: 
a) Fazer o grafo de acoplamentos; 
b) Determinar os cortes; 
c) Determinar a matriz de ações unitárias; 
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d) Determinar as heliforças em cada uma das juntas; 
e) Definir as variáveis primárias; 
f) Definir as variáveis secundárias de  interesse, obtendo as 
equações  de  equilíbrio  necessárias  através  da 
manipulação da matriz de ações. 
 
ETAPA 4 ‐ DETERMINAR  A  CINEMÁTICA  DIRETA  DE 
POSIÇÃO  
Com a abordagem utilizada, não existe a necessidade de re‐
solver a cinemática inversa de posição dos manipuladores. A 
posição  e a orientação do manipulador  são obtidas pela  ci‐
nemática direta de posição, a partir da posição de cada uma 
das juntas. Como as posições das juntas são variáveis de de‐
cisão ou podem ser calculadas a partir das variáveis de deci‐
são, a cinemática direta de posição é determinada através da 
utilização de métodos difundidos na  literatura  como Dena‐
vit‐Hartenberg ou helicoides sucessivos, mesmo na presença 
de  redundância cinemática. Para manipuladores planares, a 
cinemática direta pode ser obtida através de simples relações 
trigonométricas. Nos manipuladores paralelos, a cinemática 
direta é definida de  forma  independente para cada uma de 
suas pernas, como se  fossem manipuladores seriais. Portan‐
to, esta etapa consiste em:  
a) Nos  manipuladores  seriais,  determinar  a  posição  e 
orientação  do  EF  a  partir  da  posição  de  cada  uma  das 
juntas; 
b) Nos  manipuladores  paralelos,  determinar  a  posição  da 
extremidade  de  cada  uma  das  pernas  que  se  conecta  à 
plataforma móvel. 
 
ETAPA 5 ‐ DETERMINAR  AS  EQUAÇÕES  DO  ERRO 
GEOMÉTRICO 
A  posição  e  orientação desejadas  podem  ser  representadas 
por  coordenadas  cartesianas  e  por  uma matriz  de  rotação, 
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respectivamente. Ao longo do processo de otimização, a po‐
sição e a orientação são constantes ou definidas pelas variá‐
veis de decisão, conforme objetivo a ser alcançado. Uma so‐
lução para o problema de otimização somente será factível se 
a posição e orientação reais forem iguais à posição e orienta‐
ção desejadas ou, da mesma forma, se o erro geométrico for 
nulo. O erro geométrico é um valor escalar que representa o 
erro de fechamento de uma cadeia cinemática fechada. Mes‐
mo para manipuladores de cadeia aberta, esta definição é vá‐
lida pois na determinação das equações de equilíbrio consi‐
dera‐se que ocorre o fechamento da cadeia no ponto de con‐
tato. 
Nos manipuladores  em  geral,  é  conveniente  representar  a 
posição e orientação através de uma matriz de transformação 
homogênea T. Se o erro de posição e orientação é nulo, a ma‐
triz T que representa posição e orientação reais deve ser igual 
à matriz Tdes que  representa posição e orientação desejadas. 
Se existir um erro de fechamento, a matriz que Te que define 
o  erro  geométrico  é  calculada  através  da  equação  (SIMAS, 
2008): 
ሾ ௘ܶሿ ൌ ሾܶሿିଵሾ ௗܶ௘௦ሿ  (6.1) 
O erro de orientação Re é uma matriz de rotação obtida a par‐
tir das três primeiras  linhas e três primeiras colunas da ma‐
triz Te. A partir da matriz do erro de orientação é possível ex‐
trair os ângulos θex, θey e θez que representam respectivamen‐
te o erro de orientação em relação aos eixos cartesianos x, y e 
z do sistema de coordenadas. O erro escalar de orientação eor 
é definido pela equação: 
݁௢௥ ൌ ሼߠ௘௫ ߠ௘௬ ߠ௘௭ሽ ቐ
ߠ௘௫
ߠ௘௬
ߠ௘௭
ቑ 
(6.2) 
O erro de posição Pe é um vetor contendo as coordenadas Pex, 
Pey e Pez que representam respectivamente o erro de posição 
em relação aos eixos cartesianos x, y e z do sistema de coor‐
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denadas, obtidas a partir das três primeiras linhas e da últi‐
ma coluna da matriz Te. O erro escalar de posição epos é defi‐
nido pela equação: 
݁௣௢௦ ൌ ሼ ௘ܲ௫ ௘ܲ௬ ௘ܲ௭ሽ ቐ
௘ܲ௫
௘ܲ௬
௘ܲ௭
ቑ 
(6.3) 
Como posição e orientação possuem unidades distintas, o er‐
ro geométrico eg é a soma ponderada do erro geométrico de 
posição  com  o  erro  geométrico  de  orientação,  conforme  e‐
quação (6.4): 
݁௚ ൌ ݇ଵ݁௣௢௦ ൅ ݇ଶ݁௢௥   (6.4) 
onde k1 e k2 são valores escalares definidos em cada processo 
de otimização. 
Nos manipuladores planares, as equações gerais (6.1) à (6.4) 
podem ser utilizadas, mas existe a possibilidade de determi‐
nar o erro geométrico de forma simplificada.  Para o manipu‐
lador serial, o erro geométrico de posição é dado pela distân‐
cia entre o ponto de contato desejado, definido por Pdes=[XPdes 
; YPdes] e o ponto de contato real, definido por P=[XP  ; YP]. A 
equação que define o erro geométrico de posição epos é: 
݁௣௢௦ ൌ ඥሺܺ௉ െ ܺ௉ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ௉ܻ െ ௉ܻௗ௘௦ሻଶ  (6.5) 
A Figura 6.1 mostra o erro geométrico de posição para um 
manipulador serial com n+1 elos, onde H representa de  for‐
ma genérica a última junta (mais afastada da base). 
 
Figura 6.1:  Erro de posição para manipuladores seriais planos 
A
B
21
0
x
y
z
O
nH
n‐1
epos
P
Pdes
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A posição  cartesiana da última  junta do manipulador pode 
ser determinada a partir do ponto de contato Pdes e da orien‐
tação desejada, em geral  fornecida através de um ângulo θz 
em torno do eixo cartesiano z. Se as posições cartesianas de‐
sejadas do ponto de contato P e da  junta H  forem  iguais às 
suas posições cartesianas reais, o erro geométrico de posição 
e orientação será nulo. Portanto, a equação que representa o 
erro geométrico de posição e de orientação de um manipula‐
dor serial plano genérico é definida por: 
݁௚ ൌ ඥሺܺ௉ െ ܺ௉ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ௉ܻ െ ௉ܻௗ௘௦ሻଶ
൅ ඥሺܺு െ ܺுௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ுܻ െ ுܻௗ௘௦ሻଶ 
(6.6) 
onde as  coordenadas  real e desejada da última  junta H  são 
respectivamente [XH ; YH] e [XHdeS  ; YHdes].  
Nos manipuladores paralelos planares, a obtenção da equa‐
ção que representa o erro geométrico é feita utilizando‐se a‐
bordagem similar. Definida a posição e a orientação deseja‐
das da plataforma móvel,  ficam conhecidas as coordenadas 
cartesianas desejadas das  juntas que conectam a plataforma 
móvel a cada uma de suas pernas. O erro geométrico de po‐
sição cada perna é determinado pela distância entre a posi‐
ção real, calculada pela cinemática direta de posição, e a po‐
sição desejada destas  juntas. O erro geométrico de posição e 
orientação  é o  somatório do  erro geométrico de posição de 
cada uma das pernas. Como exemplo, é mostrado na Figura 
6.2 o erro geométrico de posição da perna 1 do manipulador 
3‐RRR, definido por eg1.   
 
Figura 6.2:   Erro geométrico para manipuladores seriais pla‐
nos 
0=A1
B1
Pdes
C1
C1des
eg1
158  
6 Metodologia para determinação da Capacidade de força‐
momento de Manipuladores 
 
 
As juntas Ci conectam a plataforma móvel a cada uma de su‐
as i pernas. Para este manipulador, a equação do erro geomé‐
trico é definida por: 
݁௚ ൌ ෍ඥሺܺ஼௜ െ ܺ஼௜ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ஼ܻ௜ െ ஼ܻ௜ௗ௘௦ሻଶ
ଷ
௜ୀଵ
 
(6.7) 
onde as coordenadas da junta Ci real e desejada são respecti‐
vamente [XCi ; YCi] e [XCides ;  YCides]. Para um manipulador gené‐
rico, esta equação do erro pode ser estendida adequando‐se o 
número i de pernas na equação (6.7). 
As equações (6.6) e (6.7) são simplificações propostas em ca‐
sos particulares para obtenção do erro geométrico, fornecido 
de  forma genérica pela equação  (6.4). A utilização de equa‐
ções simplificadas reduz o tempo de processamento do algo‐
ritmo de otimização. Em resumo, o objetivo desta etapa é: 
a) Obter  o  erro  geométrico,  representado  por  um  valor 
escalar; 
b) Verificar  se  expressões  simplificadas do  erro geométrico 
podem ser obtidas. 
 
ETAPA 6 ‐ DEFINIR AS VARIÁVEIS DE DECISÃO E O ESPAÇO 
DE BUSCA 
Na determinação da capacidade de força‐momento, as variá‐
veis de decisão são definidas de acordo com o objetivo a ser 
alcançado. Podem ser variáveis de decisão os  torques e  for‐
ças  nos  atuadores,  a  posição  angular  e  linear  das  juntas,  a 
configuração do manipulador, a orientação do EF, a posição 
do EF e a direção de aplicação da força.  No processo de oti‐
mização, o espaço de busca de cada uma das variáveis de de‐
cisão  necessita  ser  especificado. O  espaço  de  busca  de  tor‐
ques  e  forças  nos  atuadores  é definido pela  capacidade de 
cada atuador. O espaço de busca da posição e orientação do 
EF é definido tarefa a ser executada e pela geometria do ma‐
nipulador. O espaço de busca da direção de aplicação da for‐
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ça é definido pela tarefa a ser executada.  O espaço de busca 
da posição das  juntas é definido pelo  limite de movimenta‐
ção de cada junta. Se desejado que o manipulador mantenha 
ao longo do processo de otimização uma configuração espe‐
cífica, o espaço de busca da posição das juntas pode ser limi‐
tado de forma que esta condição seja atendida. 
Esta etapa consiste portanto em: 
a) Determinar as variáveis de decisão em função do objetivo 
a ser alcançado; 
b) Determinar o espaço de busca de cada uma das variáveis 
de decisão. 
 
ETAPA 7 ‐ DEFINIR AS EQUAÇÕES DE RESTRIÇÃO 
No problema de otimização em estudo, as restrições podem 
ser separadas em quatro grupos: 
‐ restrições das variáveis de decisão, em função do espaço de 
busca definido;  
‐  restrições  geométricas,  necessárias  para  garantir  o  fecha‐
mento da  cadeia  cinemática  e que  a posição  e  a orientação 
desejadas sejam alcançadas; 
‐ restrições de forças e momentos, em função das especifica‐
ções da tarefa; 
‐ restrições de atuação oriundas da redundância cinemática. 
As restrições das variáveis de decisão foram definidas na e‐
tapa 6 e não são incorporadas na função objetivo pois o pró‐
prio algoritmo verifica se o espaço de busca é respeitado. Se 
alguma variável extrapolar o espaço de busca, é substituída 
pelo seu valor limite. 
As restrições geométricas são exatamente as equações do er‐
ro geométrico apresentadas na etapa 5 e devem ser incorpo‐
radas na função objetivo. Como  já foram detalhadas, não há 
necessidade de repeti‐las nesta etapa. 
As restrições de força e momento são aquelas impostas pelo 
objetivo a ser alcançado. Se o objetivo é maximizar Fx com Fy 
e Mz nulos, é necessário obter as equações que descrevem Fy e 
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Mz e igualá‐las a zero. Na metodologia desenvolvida, as for‐
ças  de  contato  são  variáveis  secundárias  e  suas  expressões 
podem  ser  extraídas das  equações  equilíbrio desenvolvidas 
na etapa 3. Em geral, estas equações são não  lineares e não 
convexas e devem ser incorporadas na função objetivo. 
A  presença  da  redundância  cinemática  causa  uma  depen‐
dência  entre  torques  e  forças  nos  atuadores  de  forma  que 
nem  todas as ações podem ser definidas de  forma  indepen‐
dente. Portanto, a força ou o torque de no mínimo um atua‐
dor não  será variável de decisão. No  entanto,  este  atuador 
também possui  limites de  atuação que devem  ser  respeita‐
dos. As restrições de atuação oriundas da redundância cine‐
mática  são  representadas  pelos  limites  de  torques  e  forças 
dos atuadores que não são variáveis de decisão e devem ser 
incorporadas na função objetivo. 
Em resumo, esta etapa consiste em: 
a) Obter  a partir das  equações de  equilíbrio desenvolvidas 
na etapa 3, as equações de restrição de forças e momentos; 
b) Determinar as restrições de atuação que limitam as ações 
dos atuadores que não são variáveis de decisão. 
 
ETAPA 8 ‐ DETERMINAR A FUNÇÃO OBJETIVO 
 Na formulação do problema de otimização da capacidade de 
força‐momento,  é  conveniente  escrever  a  função  objetivo 
como uma  soma de  quatro parcelas. A parcela principal  fp 
representa efetivamente o objetivo a ser alcançado. A parcela 
geométrica  fgeo representa uma penalização em função da e‐
xistência de erro geométrico. A parcela de força ffor represen‐
ta  uma  penalização  decorrente  das  condições  de  forças  e 
momentos especificadas pela tarefa. A parcela de atuação fa­
tua representa uma penalização em função de limites de atua‐
ção excedidos.  
Como a ED trabalha sempre com minimização, existem duas 
abordagens  possíveis  para  determinação  da  parcela  princi‐
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pal. Se o objetivo é maximizar uma força na direção x, a par‐
cela principal da função objetivo pode ser escrita através da 
equação:  
௣݂ ൌ െܨ௫   (6.8) 
A equação  (6.8)  representa a  forma  convencional difundida 
na  literatura para a  transformação de um problema de ma‐
ximização em minimização. Mas, para o problema em estu‐
do, esta forma convencional não apresentou resultados satis‐
fatórios  pois  em  posições  singulares  a  força máxima  pode 
tender  a  infinito. Nestas  situações,  a  parcela  principal  tem 
dominância sobre todas as demais e o algoritmo tende a con‐
vergir para estas posições singulares, mesmo que geometri‐
camente não sejam alcançáveis. Na metodologia proposta, a 
parcela principal é representa por: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| 
(6.9) 
Desta forma, mesmo que Fx assuma valores elevados, as de‐
mais parcelas  têm peso significativo na composição da  fun‐
ção objetivo. Para evitar que valores negativos  sejam consi‐
derados, deve‐se acrescentar à parcela principal uma penali‐
zação em caso de Fx negativo. 
A parcela geométrica é o erro geométrico apresentado na e‐
tapa 5. Como o objetivo é minimizar o erro geométrico, seu 
valor entra diretamente na função objetivo: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (6.10) 
A parcela de força também entra diretamente na função obje‐
tivo. Se o objetivo é maximizar uma força Fx com Fy e Mz nu‐
los, a parcela de força é escrita na forma: 
௙݂௢௥ ൌ หܨ௬ห ൅ |ܯ௭|  (6.11) 
Em  uma  situação  em  que  se  deseja manter  o momento Mz 
restrito a um intervalo definido por [‐1,0 , 1,0] Nm, é possível 
criar uma restrição condicional na forma: 
Se |ܯ௭| ൐ 1 Nm ՜ ௙݂௢௥ ൌ หܨ௬ห ൅ |ܯ௭|  (6.12) 
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Assim a penalização ocorre somente quando o momento ul‐
trapassa os limites estipulados. Como força e momento pos‐
suem unidades distintas, é conveniente escrever a parcela de 
força na forma: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଵหܨ௬ห ൅ ݇ଶ|ܯ௭|  (6.13) 
onde k1 e k2 são valores escalares definidos para cada proces‐
so de otimização. Os escalares k1 e k2 tem a função de fazer 
um ajuste de unidades, tornando a parcela de força adimen‐
sional. 
A parcela de atuação penaliza a função objetivo quando um 
dos atuadores,  cujo  torque ou  força não é variável de deci‐
são, ultrapassa o seu limite de carga. Supondo que o torque 
τi  de  um  atuador  genérico  apresenta  limites  definidos  por 
|߬௜| ൏ ߬௜௠á௫,  a  parcela  de  atuação  é  condicional,  escrita  na 
forma: 
Se |߬௜| ൐ ߬௜௠á௫ ՜ ௔݂௧௨௔ ൌ |߬௜|  (6.14) 
A  função objetivo  final  fobj  é a  soma ponderada das quatro 
parcelas, representada pela equação: 
௢݂௕௝ ൌ ଵܲ ௣݂ ൅ ଶܲ ௚݂௘௢ ൅ ଷܲ ௙݂௢௥ ൅ ସܲ ௔݂௧௨௔   (6.15) 
onde P1, P2, P3 e P4 são valores escalares positivos. Como as 
quatro parcelas da função objetivo possuem unidades distin‐
tas, os escalares P1, P2, P3 e P4 tem a função de ajustar as uni‐
dades, permitindo a soma das parcelas e  tornando a função 
objetivo adimensional. Isto se faz necessário pois, na aborda‐
gem utilizada, é possível caracterizar o problema de obten‐
ção da capacidade de força‐momento como uma otimização 
multiobjetivo, onde cada parcela representa um dos objetivos 
a serem alcançados.  
A definição dos valores de P1, P2, P3 e P4 é parte do processo 
de  obtenção da  função  objetivo  adequada  ao problema  em 
estudo. Uma  escolha  ruim pode  levar o algoritmo a não a‐
presentar  convergência geométrica ou a  convergir para um 
valor que não é um mínimo da função. Os pesos P1, P2, P3 e 
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P4 podem ser distintos para cada problema a ser otimizado e 
é  recomendável  realizar  testes de  convergência para deter‐
minação de seus valores.  
No  problema  de  otimização  da  capacidade  de  força‐
momento foi verificado que, em situações específicas, valores 
elevados de P1 em relação a P2 levam o algoritmo a obter ex‐
celentes capacidades de força‐momento mas sem apresentar 
convergência geométrica. Para contornar este problema, a so‐
lução adotada foi variar o peso de cada uma das parcelas da 
função objetivo ao  longo do processo de otimização. Resul‐
tados positivos foram alcançados dando mais ênfase à parce‐
la  principal  nas  primeiras  gerações  e  à  parcela  geométrica 
nas gerações  finais, evitando que soluções geometricamente 
impossíveis sejam obtidas.  
Na  formulação  proposta,  o  valor  do  fitness  calculado  pela 
função objetivo final é, em geral, positivo e diferente de zero. 
Mesmo que as parcelas geométrica, de força e de atuação da 
função objetivo sejam nulas, a parcela principal  terá um va‐
lor residual proporcional ao inverso da capacidade de força‐
momento encontrada. Apenas quando a capacidade de força‐
momento tender a infinito o valor do fitness tenderá a zero. 
Em resumo, os passos necessários nesta etapa são: 
a) Determinar  a  parcela  principal  da  função  objetivo  na 
forma  
௣݂ ൌ 1 |ܨ|⁄ , onde F é a força a ser maximizada; 
b) Determinar a parcela geométrica da função objetivo; 
c) Determinar a parcela de força da função objetivo; 
d) Determinar a parcela de atuação da função objetivo; 
e) Determinar os pesos de cada uma das parcelas da função 
objetivo;  
f) Determinar a função objetivo completa. 
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ETAPA 9 ‐ DEFINIR OS PARÂMETROS DE CONTROLE 
As diretrizes apresentadas na Seção 5.5 servem como orien‐
tação para a escolha dos parâmetros de controle. Caso a uti‐
lização de valores convencionais não produza resultados sa‐
tisfatórios,  é  necessária  a  realização de  testes de  simulação 
para determinação dos parâmetros de controle. Em determi‐
nadas situações, a variação dos parâmetros Fs e CR ao  longo 
do processo de otimização, dando mais ênfase à busca  local 
ou à busca global, pode ser um recurso eficiente. Esta etapa 
consiste em: 
a) Definir o tamanho da população N; 
b) Definir o fator de escala Fs; 
c) Definir o fator de recombinação CR; 
 
ETAPA 10 ‐ DEFINIR A TÉCNICA DE ED EMPREGADA 
Conforme  apresentado  na  Seção  5.4,  existem  dez  variantes 
clássicas da ED. Se necessário, testes de simulação podem ser 
realizados  na  busca  da  variante mais  eficiente.  Esta  etapa 
consiste em: 
a) Definir a estratégia de ED a ser utilizada; 
 
ETAPA 11 ‐ DEFINIR O CRITÉRIO DE PARADA 
O número total de gerações G e a obtenção de um valor mí‐
nimo especificado para a função objetivo são os dois critérios 
de parada utilizados no algoritmo da ED. Com uma  função 
objetivo  complexa  como  a do problema  em  estudo, definir 
previamente um valor mínimo de fitness a ser alcançado não 
é uma tarefa simples. Portanto, para a determinação da capa‐
cidade  de  força‐momento  de manipuladores,  o  critério  de 
parada utilizado é o número total de gerações.  Como a velo‐
cidade de convergência do algoritmo varia de acordo com a 
função a ser otimizada e com os parâmetros escolhidos, não 
existem na  literatura valores  indicados para o número  total 
de gerações. A partir de um valor inicial arbitrário, testes de 
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convergência  são  conduzidos para  adequar  o número  total 
de gerações à realidade do problema em estudo.   Esta etapa 
consiste portanto em: 
a) Definir arbitrariamente o número de gerações G utilizado 
como critério de parada. 
 
ETAPA 12 ‐ RODAR O ALGORITMO DE ED 
Apesar de sua simplicidade, é conveniente utilizar o algorit‐
mo de ED disponível  em  (PRICE; STORN, 2007), que pode 
ser adaptado às condições de cada problema particular. Esta 
etapa consiste em: 
a) Adaptar o algoritmo existente às condições do problema 
em estudo; 
b) Rodar  o  algoritmo,  obtendo  como  resultado  os  valores 
das variáveis de decisão e do fitness da função objetivo. 
 
ETAPA 13 ‐ TESTES DE SIMULAÇÃO 
Se a convergência do algoritmo não for satisfatória, testes de 
simulação  devem  ser  realizados  com  o  objetivo  de  definir 
uma  estratégia  de  ED  e  parâmetros  de  controle mais  ade‐
quados ao problema em estudo.   Para executar os  testes de 
simulação é necessário:  
a) Definir  os  valores  de  teste  dos  pesos  de  cada  uma  das 
parcelas da função objetivo; 
b) Definir os valores de teste dos parâmetros de controle; 
c) Definir as variantes da ED a serem testadas; 
d) Definir o critério de parada a ser testado. 
Os resultados dos testes obtidos com diferentes pesos, parâ‐
metros de controle e estratégias fornecem dados para análise 
e escolha de uma combinação adequada. Para o problema de 
otimização  em  estudo,  simulações numéricas  foram  condu‐
zidos para diferentes combinações de estratégias, diferentes 
valores de Fs e diferentes valores de CR. Os resultados destes 
testes são apresentados na Seção 7.4. 
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Estas treze etapas do método de otimização empregado pa‐
ra  determinação  da  capacidade  de  força‐momento  podem  ser 
sumarizadas pelo diagrama mostrado na Figura 6.3. O ponto de 
partida para aplicação da metodologia proposta é sempre a defi‐
nição da tarefa a ser executada. Mas o diagrama da Figura 6.3 não 
é um  fluxograma  formal, onde uma  etapa depende obrigatoria‐
mente da anterior. As etapas 9, 10 e 11, que definem respectiva‐
mente os parâmetros de controle, a estratégia de ED e o critério 
de parada, podem ser resolvidas simultaneamente, em qualquer 
momento  ao  longo do procedimento, desde que  antes da  etapa 
12. As  etapas  1,  2  e  3  são  obrigatoriamente  sequenciais, mas  a 
etapa 6, que define as variáveis de decisão e o espaço de busca, 
não depende das etapas 4 e 5, que definem a cinemática direta e o 
erro geométrico, e pode ser realizada simultaneamente com estas. 
A etapa 8 que define a função objetivo depende de todas as ante‐
riores. A etapa de  testes 13 só é necessária se o desempenho do 
algoritmo não  for  satisfatório, definindo através de  testes novos 
pesos, parâmetros de  controle  e  estratégias para que a  etapa 12 
possa ser realizada com sucesso.  
Apesar  da  possibilidade  de  realizar  algumas  etapas  de 
forma  simultânea,  a  utilização  da  sequência  proposta  facilita  o 
entendimento do problema e fornece uma garantia de que todas 
as  informações necessárias nas etapas subsequentes estão dispo‐
níveis.  A  metodologia  de  otimização  proposta,  seguindo  cada 
uma destas  treze etapas, é validada na análise da capacidade de 
força‐momento do manipulador paralelo 3‐RRR e do manipula‐
dor serial conhecido como Roboturb, através dos estudos de caso 
apresentados no Capítulo 7.  
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Figura 6.3:  Diagrama da metodologia de otimização proposta 
 
Etapa 1: Tarefa
a) Ponto de Contato
b) Orientação do EF ou da 
plataforma móvel
c) Direção de aplicação de força
d) Configuração do manipulador
e) Forças e momentos desejados
Etapa 2: Características 
estáticas e cinemáticas
a) Mobilidade
b) Grau líquido de restrição
c) Grau de redundância cinemática
d) Grau de redundância de atuação
Etapa 3: Equações de 
Equilíbrio
a) Grafo
b) Cortes
c) Matriz de ação
d) Heliforças
e) Variáveis primárias
f) Variáveis secundárias
Etapa 4: Cinemática direta
a) Posição e orientação do EF 
(seriais)
b) Posição da extremidade das 
pernas (paralelos)
Etapa 5: Erro geométrico
a) Erro geométrico
b) Erro geométrico simplificado
Etapa 6: Variáveis de 
decisão e espaço de busca
a) Variáveis de decisão
b) Espaço de busca
Etapa 8: Função objetivo
a) Parcela principal
b) Parcela geométrica
c) Parcela de força
d) Parcela de atuação
e) Pesos
f) Função completa
Etapa 9: Parâmetros de 
Controle
a) Tamanho da população
b) Fator de escala
c) Fator de recombinação
Etapa 10: Técnica de ED
a) Estratégia de ED
Etapa 11: Critério de parada
a) Número de gerações
Etapa 12: Rodar algoritmo
a) Adaptar  algoritmo existente
b) Resultados
Etapa 13: Testes 
experimentais
a) Pesos da função objetivo
b) Parâmetros de controle
c) Variantes da ED
d) Critério de parada
FINAL DO MÉTODO
Etapa 7: Equações de 
restrição
a) Restrições de forças e momentos
b) Restrições de atuação
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6.2 EXTENSÃO DA METODOLOGIA PARA OTIMIZAÇÃO 
DE FORÇA AO LONGO DE UMA TRAJETÓRIA 
 
 
Na realização de  tarefas, em geral existe a necessidade do 
manipulador aplicar uma ação de  contato no meio ao  longo de 
uma trajetória definida. Nestas situações, se a velocidade de des‐
locamento for reduzida, é possível estender a utilização da meto‐
dologia proposta na  seção 6.1 para otimizar a  força aplicada ao 
longo de uma trajetória. 
 A capacidade de força‐momento ao  longo de uma  trajetó‐
ria é definida como a força (ou momento) máxima constante que 
o manipulador consegue aplicar em todos os pontos da trajetória. 
Para obter a capacidade de força‐momento ao longo de uma traje‐
tória,  considera‐se na metodologia proposta que o manipulador 
deve manter o mesmo modo de trabalho ao longo de toda a traje‐
tória, evitando singularidades. Com esta abordagem, a capacida‐
de de força‐momento é determinada de forma independente para 
cada um dos possíveis modos de  trabalho e, ao  final, verifica‐se 
qual deles fornece os melhores resultados. 
O procedimento  inicia‐se  com a  especificação das  coorde‐
nadas  cartesianas  e das velocidades de deslocamento desejadas 
ao longo da trajetória a ser executada. Os pontos da trajetória são 
discretizados e, conhecidas as velocidades máximas de cada uma 
das  juntas do manipulador  em  estudo,  os deslocamentos máxi‐
mos das  juntas  entre dois pontos  consecutivos da  trajetória  são 
determinados. 
O segundo passo consiste em determinar os modos de tra‐
balho do manipulador em estudo. Um dos modos de  trabalho é 
escolhido e calcula‐se a capacidade de  força‐momento no ponto 
inicial  da  trajetória  para  este modo  de  trabalho  utilizando‐se  a 
metodologia proposta na Seção 6.1. No ponto seguinte da trajetó‐
ria,  calcula‐se  a  capacidade  de  força‐momento  mantendo‐se  o 
mesmo modo de trabalho e restringindo‐se o espaço de busca das 
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variáveis  de  deslocamento  das  juntas  aos  deslocamentos máxi‐
mos possíveis. Continua‐se este procedimento até o último ponto 
da trajetória. Repete‐se o cálculo para todos os demais modos de 
trabalho, obtendo como resultado final uma capacidade de força‐
momento para cada um dos possíveis modos de  trabalho. A ca‐
pacidade  de  força‐momento  do manipulador  ao  longo  de  uma 
trajetória é a maior dentre as capacidades de força‐momento ob‐
tidas para os diferentes modos de trabalho. 
Em  resumo,  os  passos  necessários  para  determinação  da 
capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória são: 
a) Especificar  os deslocamentos  e  as velocidades desejadas 
da tarefa a ser executada; 
b) Discretizar a trajetória; 
c) Calcular  os  deslocamentos  máximos  de  cada  uma  das 
juntas do manipulador entre dois pontos consecutivos; 
d) Determinar os modos de trabalho do manipulador; 
e) Escolher  um  dos modos  de  trabalho  para  o  cálculo  da 
capacidade de força‐momento ao longo da trajetória; 
f) Determinar  a  capacidade  de  força‐momento  no  ponto 
inicial  da  trajetória  para  o modo  de  trabalho  escolhido 
utilizando a metodologia proposta na Seção 6.1; 
g) Determinar a  capacidade de  força‐momento no  segundo 
ponto  da  trajetória,  restringindo  o  espaço  de  busca  aos 
deslocamentos possíveis; 
h) Repetir a etapa g) para todos os pontos da trajetória; 
i) Repetir  as  etapas  f),  g)  e  h)  para  os  demais modos  de 
trabalho; 
j) Comparar as capacidades de força‐momento obtidas para 
cada  um  dos  modos  de  trabalho  e  determinar  a 
capacidade de força‐momento ao longo de uma trajetória. 
A  metodologia  para  cálculo  da  capacidade  de  força‐
momento  ao  longo  de  uma  trajetória  é  uma  das  contribuições 
originais desta  tese. É validada através de  estudo de  caso apre‐
sentado na Seção 7.3.   
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A metodologia de otimização proposta é validada através 
dos estudos de casos apresentados neste capítulo. Cada uma das 
etapas  definidas  na  metodologia  é  detalhada  no  problema  de 
otimização  da  capacidade  de  força‐momento  do  manipulador     
3‐RRR  e do Roboturb  (plano  e  espacial),  considerando  também 
suas variantes com redundância cinemática e de atuação. 
A metodologia para determinação da  capacidade de  força‐
momento  ao  longo de uma  trajetória  é validada  através de um 
estudo de caso com o Roboturb (plano). E as simulações realiza‐
dos para determinação dos parâmetros de controle e da estratégia 
de  ED  que melhor  se  adaptam  ao  problema  de  otimização  de 
força são apresentadas na seção  7.4. 
 
 
7.1 ROBÔ PARALELO 3‐RRR  
 
 
A  cinemática,  a  estática,  as  singularidades,  os modos  de 
trabalho e o espaço de trabalho do manipulador paralelo 3‐RRR e 
de suas variantes com três graus de liberdade são temas de estu‐
do recorrentes na  literatura  (GOSSELIN; ANGELES, 1988)(LAST 
et  al.,  2008)(WENGER;  CHABLAT,  1998)(HUBERT;  MERLET, 
2009)(ALBA‐GÓMEZ et al., 2008).  
Os estudos sobre a capacidade de força‐momento do mani‐
pulador 3‐RRR conduzidos por Nokleby et al. (2005) e validados 
em um modelo físico real servem como referência para os resul‐
tados obtidos com a metodologia proposta.  
Nas  seções  seguintes,  a metodologia  proposta  é  utilizada 
no  estudo  de  capacidade  de  força‐momento  do  manipulador       
3‐RRR. Variantes em que atuadores e juntas adicionais são incor‐
porados  ao modelo  original,  gerando  redundância  cinemática  e 
de  atuação,  são  também  consideradas. A  Tabela  7.1  resume  os 
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estudos de casos apresentados e descreve os objetivos e as condi‐
ções de cada um dos testes realizados. 
 
Tabela 7.1: Estudos de caso do manipulador 3‐RRR e de suas variantes 
Seção  Variantes  Objetivo e condições de teste 
7.1.2  3‐RRR  Determinação da  capacidade de  força na direção
x,  considerando  diferentes  modos  de  trabalho.
Força Fy e momento Mz nulos. Posição e orientação
da plataforma móvel constantes. 
7.1.3  3‐RRR  Determinação da capacidade de força Fdir em dis‐
tintas direções. Força Fpara  , perpendicular a Fdir, e 
momento Mz nulos. Posição e orientação da plata‐
forma móvel constantes. 
7.1.4  3‐RRR  Determinação da capacidade de força do manipu‐
lador com  redundância de atuação em uma dire‐
ção  qualquer,  definida  pelo  ângulo  θF  da  tarefa.
Força Fpara e momento Mz nulos. Posição e orienta‐
ção da plataforma móvel constantes. 
7.1.5  3‐RPRR Determinação da capacidade de força na direção x
do  manipulador  com  redundância  cinemática. 
Força Fy e momento Mz nulos. Posição e orientação
da plataforma móvel constantes. 
7.1.6  3‐RPRR Determinação da capacidade de força na direção x
do manipulador com redundância cinemática e de
atuação. Força Fy e momento Mz nulos. Posição e 
orientação da plataforma móvel constantes. 
7.1.7  3‐RRR  Determinação da capacidade de força na direção x
com uma orientação qualquer, definida pelo ângu‐
lo θP da plataforma móvel. Força Fy e momento Mz
nulos. Posição da plataforma móvel constante. 
7.1.8  3‐RRR  Determinação da capacidade de força na direção x
em  uma  posição  cartesiana  qualquer,  definida 
pelas coordenada XP e YP do centro da plataforma
móvel. Força Fy  e momento Mz nulos. Orientação 
da plataforma móvel constante. 
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7.1.1 Geometria do manipulador 3‐RRR em estudo 
 
 
O robô paralelo 3‐RRR mostrado na Figura 3.5 e reprodu‐
zido com detalhes na Figura 7.1 possui uma plataforma fixa, uma 
plataforma móvel e três pernas, cada uma com três  juntas rotati‐
vas.  
 
Figura 7.1:  Geometria do manipulador 3‐RRR 
 
A plataforma móvel e a plataforma fixa são triângulos equi‐
láteros de aresta h=0.2 m e L=0.5 m respectivamente. Os elos l1 e l2 
possuem dimensão 0.2 m. A origem do sistema de coordenadas 
referencial  está  localizada  na  junta A1. O  centro  da  plataforma 
móvel é  identificado pelo ponto P e a orientação da plataforma 
móvel é definida pelo ângulo θp. Em sua construção convencio‐
nal, as juntas atuadas do manipulador 3‐RRR são A1, A2 e A3, pró‐
ximas da base fixa. Os atuadores possuem  limite de carga τAi de 
± 4,2 Nm.  
As dimensões do manipulador e a capacidade dos atuado‐
res são idênticas às do Manipulador Planar Paralelo Reconfigurá‐
vel, utilizado nos estudos de capacidade de força‐momento reali‐
zados por Nokleby et al. (2005) e reproduzidas neste trabalho de 
forma a possibilitar a  comparação de  resultados. A Tabela  7.2 a‐
0=A1
x0
y0
A2
A3
B2
B3
B1
C1
C2
C3
θA1 θA2
θA3
θB1
l2
l2
l2
l1
l1
l1
θP
P L
h
h
h
L
L
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presenta um  resumo das  características do manipulador descri‐
tas. 
 
Tabela 7.2: Características do manipulador 3‐RRR  
Descrição   Representação  Valores utilizados
Aresta da plataforma móvel h 0,2 m 
Aresta da plataforma fixa  L 0,5 m 
Primeiro elo  l1 0,2 m 
Segundo elo  l2 0,2 m 
Torque na junta A1  τA1 ± 4,2 Nm 
Torque na junta A2  τA2 ± 4,2 Nm 
Torque na junta A3  τA2 ± 4,2 Nm 
 
Nos testes realizados, os deslocamentos angulares das  jun‐
tas são limitados ao intervalo [‐π , π] rad. Esta condição é definida 
pelas  características  geométricas  do manipulador  e  pode  ser  a‐
daptada modificando‐se o espaço de busca das variáveis de deci‐
são. Em situações em que o modo de trabalho deve ser constante, 
os limites de deslocamento das juntas são restringidos. 
 
 
7.1.2 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RRR considerando diferentes modos de trabalho 
 
 
Para  manipuladores  paralelos,  define‐se  como  modo  de 
trabalho cada uma das possíveis configurações que o manipula‐
dor pode assumir, mantendo a posição e orientação de sua plata‐
forma móvel constantes. O manipulador 3‐RRR possui oito mo‐
dos de trabalho, conforme mostrado na Figura 7.2.   
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Figura 7.2:  Modos de trabalho do manipulador 3‐RRR 
 
O problema consiste em determinar a capacidade de  força 
Fdir na direção x, com a força Fy e o momento Mz nulos, conside‐
rando os diferentes modos de  trabalho possíveis. A posição  e a 
orientação da plataforma móvel devem  ser  constantes  ao  longo 
do procedimento de otimização e as juntas A1, A2 e A3 são atuadas. 
Cada  uma  das  etapas  da metodologia  proposta  é  apresentada 
detalhadamente a seguir. 
 
ETAPA 1 
a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  é  o  centro  da 
plataforma  fixa, definido pelas  coordenadas XP=0,25 m  e 
YP=0,144 m e permanece constante durante o processo; 
b) Orientação da plataforma móvel: a orientação é constante, 
com ângulo θp=0 rad; 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  A  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Desta forma a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
d) Configuração  do  manipulador:  o  manipulador  pode 
assumir qualquer um dos modos de trabalho possíveis; 
P P
P P P P
P P
(a)
(e)
(b)
(f)
(c)
(g)
(d)
(h)
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e) Forças e momentos desejados: a força Fy e o momento Mz 
aplicados pelo manipulador no meio devem ser nulos. 
 
ETAPA 2 
As  características  cinemáticas  e  estáticas deste manipulador 
foram obtidas na Seção 3.7.2. 
a) Mobilidade: M=3; 
b) Grau líquido de restrição: Cn=3; 
c) Grau de redundância cinemática: R=0; 
d) Grau de redundância de atuação: Ra=0; 
 
ETAPA 3 
Os tópicos a, b, c, e d da etapa 3 foram desenvolvidos na Se‐
ção 3.7.2. 
a) Grafo: ver Seção 3.7.2; 
b) Cortes: ver Seção 3.7.2; 
c) Matriz de ações: ver Seção 3.7.2; 
d) Heliforças: ver Seção 3.7.2; 
e) Variáveis primárias: as variáveis primárias são os torques 
nos atuadores A1, A2 e A3; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse  são  Fx,  Fy  e Mz. Da  equação  de  equilíbrio  (7.1) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias. 
ሼ߰௦ሽଶଵ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଶଵ,ଶଵ ൣܣመே௣൧ଶଵ,ଷ ቊ
߬஺ଵ߬஺ଶ߬஺ଷ
ቋ  (7.1) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ … 
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ் 
(7.2) 
 
ETAPA 4 
a) Posição e orientação (robôs seriais): não se aplica; 
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b) Posição  extremidade  das  pernas  (robôs  paralelos):  para 
cada uma das  i pernas,  a posição  cartesiana  XCi  e  YCi do 
ponto  de  conexão  Ci  com  a  plataforma móvel  é  obtida 
através das equações: 
ܺ஼௜ ൌ ஺ܺ௜ ൅ ݈ଵ cosሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ cosሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ para ݅ ൌ 1,2,3.  (7.3) 
஼ܻ௜ ൌ ஺ܻ௜ ൅ ݈ଵ senሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ senሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ para ݅ ൌ 1,2,3.  (7.4) 
 
ETAPA 5 
a) Erro geométrico: não  se aplica, deve ser utilizado o erro 
geométrico simplificado pois o manipulador é plano; 
b) Erro  geométrico  simplificado:  a  partir  da  posição 
cartesiana  e  da  orientação  da  plataforma  móvel, 
determinam‐se  as  coordenadas  desejadas  das  juntas  Ci 
através das equações: 
ܺ஼ଵௗ௘௦ ൌ ܺ௉ െ ݄√33 cos ቀߠ௉ ൅
ߨ
6ቁ  
(7.5) 
஼ܻଵௗ௘௦ ൌ ܺ௉ െ ݄√33 sen ቀߠ௉ ൅
ߨ
6ቁ  
(7.6) 
ܺ஼ଶௗ௘௦ ൌ ܺ஼ଵ ൅ ݄ cosሺߠ௉ሻ   (7.7) 
஼ܻଶௗ௘௦ ൌ ஼ܻଵ ൅ ݄ senሺߠ௉ሻ   (7.8) 
ܺ஼ଷௗ௘௦ ൌ ܺ஼ଵ ൅ ݄ cos ቀߠ௉ ൅ ߨ3ቁ   (7.9) 
஼ܻଷௗ௘௦ ൌ ஼ܻଵ ൅ ݄ sen ቀߠ௉ ൅ ߨ3ቁ   (7.10) 
  O erro geométrico é definido por: 
݁௚ ൌ ෍ඥሺܺ஼௜ െ ܺ஼௜ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ஼ܻ௜ െ ஼ܻ௜ௗ௘௦ሻଶ
ଷ
௜ୀଵ
 
(7.11) 
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ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores  e  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi; 
b) Espaço  de  busca:  o  espaço  de  busca  dos  torques  é 
limitado  em  ±4,2  Nm,  definido  pelas  características 
construtivas  do  manipulador  em  estudo.  O  espaço  de 
busca das coordenadas das  juntas depende da geometria 
do  manipulador.  Como  o  manipulador  pode  assumir 
qualquer um dos possíveis modos de  trabalho, as  juntas 
podem assumir qualquer posição angular no intervalo [‐π 
,  π]  rad.  O  espaço  de  busca  completo  do  problema  é 
descrito por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ ߨ radെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm
 
(7.12) 
 
ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  duas  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.1).  São 
expressas por: 
ܨ௬ ൌ 0
ܯ௭ ൌ 0 
(7.13) 
b) Restrições de atuação: como o manipulador não apresenta 
redundância  cinemática,  não  existem  restrições  de 
atuação. 
 
ETAPA 8 
a) Parcela principal: a parcela principal da função objetivo é: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| se ܨ௫ ൐ 0 
(7.14) 
Se a força é negativa, penaliza‐se a função objetivo principal 
na forma: 
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௣݂ ൌ 1|ܨ௫| െ 100ܨ௫ se  ܨ௫ ൏ 0 
(7.15) 
O peso atribuído para a penalização é arbitrário e tem o obje‐
tivo de eliminar valores negativos de Fx como possíveis solu‐
ções. Este valor de peso pode ser aumentado se, ao rodar o 
algoritmo, valores negativos de Fx forem verificados. 
b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é o erro geométrico determinado na etapa 5: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.16) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଵหܨ௬ห ൅ ݇ଶ|ܯ௭|  (7.17) 
Para as constantes k1 e k2 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  como  não  existe  redundância 
cinemática, a parcela de atuação é nula. 
e) Pesos: com base em resultados positivos obtidos em testes 
de  simulação,  os  valores  utilizados  para  ponderar  cada 
uma das parcelas são P1=100, P2=90 e P3=1. 
f) Função completa: a função objetivo completa é: 
௢݂௕௝ ൌ 100 ௣݂ ൅ 90 ௚݂௘௢ ൅ ௙݂௢௥   (7.18) 
 
ETAPA 9 
Os valores escolhidos, observando as recomendações exis‐
tentes na literatura apresentadas na Seção 5.5, são: 
a) Tamanho da população: N=30; 
b) Fator de escala: Fs =0,8; 
c) Fator de recombinação: CR=0,9. 
 
ETAPA 10 
Utilizada uma das estratégias convencionais. 
a) Estratégia de ED: ED/rand/1/bin. 
 
ETAPA 11 
a) Número de gerações: G=1000. 
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ETAPA 12 
O algoritmo é programado utilizando o programa Matlab® 
e  executado  em um processador  Intel Core  2 Duo de  1.73 GHz 
com  2GB  de  memória  RAM.  O  melhor  fitness  encontrado  foi 
2,1523, correspondente a uma capacidade de força Fx de 46,46 N. 
A Tabela 7.3 mostra os valores das variáveis de decisão obtidas no 
melhor  fitness. Observa‐se que o único atuador  saturado  é o da 
junta A3. 
 
Tabela 7.3: Valores das variáveis de decisão do manipulador 3‐RRR no 
melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
θA1 – ângulo da junta A1   1,646562703315009  rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,245927855454739 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  1,495029948068421  rad 
θB2 – ângulo da junta B2  2,245927862776900  rad 
θA3 – ângulo da junta A3  ‐2,693760265245804 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  2,245927868024713  rad 
τA1 – torque da junta A1 ‐0,488057119670404 Nm 
τA2 – torque da junta A2 ‐3,711942994239819 Nm 
τA3 – torque da junta A3  4,200000000000000 Nm 
 
Em relação aos modos de trabalho mostrados na Figura 7.2, 
a melhor capacidade de força é obtida nas configurações (a) e (b), 
a segunda melhor condição de aplicação de força ocorre nas con‐
figurações (d) e (e) e a pior condição de aplicação de força ocorre 
nas configurações (g) e (h). A Tabela 7.4 mostra a capacidade de 
força para os diferentes modos de trabalho e sua variação percen‐
tual em relação à capacidade de força máxima obtida nos modos 
de trabalho (a) e (b).  
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Tabela 7.4: Valores da força Fx do manipulador 3‐RRR para os diferentes 
modos de trabalho 
modo de   Fx variação % na Fx em relação 
trabalho  obtida  à capacidade de força máxima 
(a) e (b)  46,46 N  0% 
(c) e (f)  33,57 N  ‐27,7% 
(d) e (e)  44,77N  ‐3,6% 
(g) e (h)  26,28 N  ‐43,4% 
 
Apesar do manipulador não apresentar  redundância cine‐
mática e de atuação, no processo de otimização as capacidades de 
forças obtidas nos diferentes modos de  trabalho podem  ser  en‐
tendidas como mínimos locais. Utilizando uma estratégia de oti‐
mização convencional, uma escolha  inicial  inadequada do modo 
de trabalho pode representar neste caso em estudo em uma redu‐
ção de até 43,4% na capacidade de força do manipulador.  
Alguns trabalhos existentes na literatura (ALBA‐GÓMEZ et 
al., 2008) sugerem a possibilidade do manipulador 3‐RRR passar 
de um modo de trabalho para outro, mesmo na presença de sin‐
gularidades. Desta  forma,  seria  possível  otimizar  a  capacidade 
força ao longo de uma trajetória considerando a possibilidade de 
utilizar mais de um modo de trabalho. Mas o objetivo do estudo 
apresentado nesta seção é a escolha do melhor modo de trabalho 
para obtenção da maior  capacidade de  força,  sob determinadas 
condições.  Se  as  condições  são  alteradas, nova  otimização deve 
ser conduzida para obtenção do melhor modo de  trabalho. Se o 
objetivo é otimizar a capacidade de força ao longo de uma trajetó‐
ria, deve‐se utilizar a metodologia proposta na seção 6.2, onde o 
modo de trabalho deve permanecer constante ao longo da trajetó‐
ria.  
 Neste  estudo  de  caso,  foram  realizados  cem  testes  utili‐
zando os mesmo parâmetros de controle e a mesma estratégia de 
ED. O tempo médio de processamento foi de 11,77 s e o percentu‐
al de testes que convergiu para o mínimo global foi de 58,58%. A 
evolução do valor médio do  fitness ao longo das gerações, consi‐
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derando apenas os testes que convergiram para o mínimo global, 
é apresentada na Figura 7.3. 
A partir de uma determinada geração o valor do fitness não 
sofreu mais uma  redução substancial,  indicando a possibilidade 
de alterar o critério de parada, reduzindo o número de gerações e 
consequentemente o tempo de processamento. 
 
Figura 7.3: Evolução do  fitness na otimização do modo de  trabalho do 
manipulador 3‐RRR 
 
Testando  a  capacidade  de  força  para  todos  os modos  de 
trabalho  utilizando  a  metodologia  explícita,  é  possível  provar 
matematicamente que o mínimo global ocorre nas configurações 
(a) e (b), com uma capacidade de força de 46,46 N, mesmo valor 
encontrado  através  da metodologia  proposta  nesta  tese.  Para  o 
robô 3‐RRR, a abordagem de enumerar e  testar  todos os modos 
de trabalho é possível mas, para manipuladores com um número 
maior de modos de  trabalho,  o  tempo necessário para verificar 
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todas as possibilidades pode inviabilizar o procedimento e a me‐
todologia proposta representa uma alternativa viável para o pro‐
blema . 
 
ETAPA 13 
Com os valores convencionais de Fs, CR e da estratégia de 
ED utilizados, o algoritmo apresentou resultados satisfatórios. O 
objetivo  da  etapa  13  é  verificar  se  o  desempenho  do  algoritmo 
pode ser melhorado em relação ao percentual de testes que con‐
vergem para o mínimo global e em  relação ao  tempo médio de 
processamento. Os procedimentos de testes de simulação realiza‐
dos com esta finalidade e os resultados obtidos são apresentados 
na Seção 7.4 e constituem uma das contribuições desta tese.  Ten‐
do como base os resultados obtidos nos testes de simulação, para 
os demais estudos de caso os seguintes valores são utilizados: 
  Fs  com  decaimento  linear  ao  longo  das  gerações, 
iniciando em 0,6 e reduzindo até 0,4,  
 CR=0,9; 
 Estratégia de ED: rand/1/exp.  
Como cada estudo de caso apresenta particularidades, se o 
desempenho do algoritmo com estes parâmetros não  for satisfa‐
tório, outras combinações que apresentaram bons resultados nos 
testes de simulação podem ser testadas. 
 
 
7.1.3 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RRR em distintas direções 
 
 
 Nesse  estudo de  caso, a  força pode  ser aplicada  em uma 
direção qualquer, definida pela tarefa a ser executada. A direção 
de aplicação de  força é dada pelo ângulo da  tarefa θF, conforme 
mostrado na Figura 7.4. 
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Figura 7.4:  Ângulo θF de aplicação de força do manipulador 3‐RRR 
 
O objetivo é determinar a capacidade de força Fdir em uma 
direção qualquer, com Mz e a força Fpara, aplicada em uma direção 
perpendicular a Fdir, nulos. As forças Fdir e Fpara são determinadas 
a partir de Fx e Fy através das equações: 
ܨௗ௜௥ ൌ ܨ௫cosሺߠிሻ ൅ ܨ௬senሺߠிሻ  (7.19) 
ܨ௣௔௥௔ ൌ െܨ௫senሺߠிሻ ൅ ܨ௬cosሺߠிሻ  (7.20) 
O estudo é conduzindo considerando apenas o modo de trabalho 
(d) mostrado na Figura 7.2,  limitando‐se o espaço de busca dos 
ângulos das  juntas Bi ao  intervalo [‐π  , 0] rad.   No detalhamento 
da metodologia proposta,  são mostradas  apenas  as  etapas dife‐
rentes daquelas apresentadas no estudo de caso da Seção 7.1.1. 
 
ETAPA 1 
c) Direção de  aplicação de  força:  a  força  Fdir  é  aplicada na 
direção definida pelo ângulo da tarefa θF;  
d) Configuração  do  manipulador:  o  modo  de  trabalho  é 
mantido constante; 
e) Forças e momentos desejados: a  força Fpara e o momento 
Mz aplicados pelo manipulador no meio são nulos. 
 
 
 
θF
P
Fdir
x0
y0
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ETAPA 6 
b) Espaço  de  busca:  O  espaço  de  busca  das  posições 
angulares das juntas Bi é limitado, mantendo durante todo 
o processo de  otimização  o modo de  trabalho desejado. 
Para  as  demais  variáveis  de  decisão  o  espaço  de  busca 
não é alterado: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 radെ4.2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4.2 Nm
 
(7.21) 
 
ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos: As  duas  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.1)  e  da 
equação (7.20). São expressas por: 
ܨ௣௔௥௔ ൌ 0
ܯ௭ ൌ 0  
(7.22) 
 
ETAPA 8 
a) Parcela principal: a parcela principal da função objetivo é: 
௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| se ܨௗ௜௥ ൐ 0 N 
   (7.23) 
Se a  força é negativa, penaliza‐se a  função objetivo princi‐
pal na forma: 
௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| െ 100ܨௗ௜௥ se  ܨௗ௜௥ ൏ 0 
(7.24) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଵหܨ௣௔௥௔ห ൅ ݇ଶ|ܯ௭|  (7.25) 
Para as constantes k1 e k2 adotou‐se o valor 1. 
 
ETAPA 9 
Com base nos  resultados dos  testes de simulação apresenta‐
dos na Seção 7.4, são utilizados: 
a) Tamanho da população: N=30; 
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b) Fator  de  escala:  Fs  com  decaimento  linear  ao  longo  das 
gerações, iniciando em 0,6 e reduzindo até o valor 0,4; 
c) Fator de recombinação: CR=0,9. 
 
ETAPA 10 
Com  base  nos  resultados  dos  testes  apresentados  na  Seção 
7.4, utilizou‐se a estratégia: 
a) Estratégia de ED: ED/rand/1/exp. 
 
ETAPA 12 
Com os parâmetros de controle e a estratégia utilizados, o 
algoritmo apresentou desempenho adequado,  convergindo para 
todas as direções θF testadas. A Figura 7.5 mostra a capacidade de 
força Fdir do manipulador, obtida otimizando‐se o problema para 
cada valor de θF no intervalo [0 , 2π] rad, com defasagem angular 
de π/90 rad entre duas direções consecutivas.  
 
Figura 7.5:  Capacidade de força em diferentes direções do manipulador 
3‐RRR 
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Através deste  estudo  é possível visualizar  as direções  em 
que o manipulador apresenta maior capacidade de  força. Tem a 
mesma funcionalidade, mas sem as restrições e aproximações da 
abordagem através de elipsoides de  força, apresentando valores 
efetivos de capacidade de força. A funcionalidade e convergência 
do método  são comprovadas comparando‐se os valores mostra‐
dos  na  Figura  7.5  com  os  obtidos  no  estudo  de Nokleby  et  al. 
(2005), onde os mesmos resultados foram encontrados. 
 
 
7.1.4 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RRR com redundância de atuação em uma direção 
qualquer  
 
 
Nesse estudo de caso, são adicionados atuadores nas juntas 
Bi,  resultando  em um manipulador  3‐RRR  com  redundância de 
atuação.  Em  comparação  com  a  Seção  7.1.3,  é  considerado  o 
mesmo modo de trabalho, a direção de aplicação de força θF pas‐
sa a ser uma variável de decisão no processo de otimização e o 
objetivo é determinar a Fapp, ou seja, a força máxima em uma di‐
reção qualquer. No detalhamento da metodologia proposta,  são 
mostradas apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no 
estudo de caso da Seção 7.1.3. 
 
ETAPA 1 
c) Direção de  aplicação de  força:  a  força  Fdir  é  aplicada na 
direção definida pelo  ângulo  θF,  que  é uma  variável de 
decisão; 
e) Forças  e momentos  desejados:  o momento  Mz  aplicado 
pelo  manipulador  no  meio  é  nulo.  Como  o  objetivo  é 
determinar a  força máxima  em uma direção qualquer, a 
força  Fpara  obtida  é  obrigatoriamente  nula,  sem 
necessidade de restrições adicionais. 
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ETAPA 2 
b) Grau  líquido  de  restrição:  Cn=6.  São  necessárias  6 
variáveis  independentes  para  definir  estaticamente  o 
mecanismo; 
d) Grau  de  redundância  de  atuação:  Ra=3.  Cada  atuador 
adicional introduz uma redundância de atuação. 
 
ETAPA 3 
a) Grafo:  a  estrutura  do  grafo  permanece  a  mesma.  Mas 
devem  ser acrescentados às heliforças $Bi os  torques dos 
atuadores;  
b) Cortes: sem alteração nos cortes; 
c) Matriz  de  ações:  a matriz  de  ações  é  alterada,  com  três 
colunas adicionais, uma para cada novo atuador; 
d) Heliforças: alteradas as heliforças $Bi, ficando na forma: 
e) Variáveis primárias: as variáveis primárias são os torques 
nos atuadores A1, A2, A3, B1, B2 e B3; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse  são Fx, Fy  e Mz. Da  equação de  equilíbrio  (7.27) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias.  
ሼ߰௦ሽଶଵ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଶଵ,ଶଵ ൣܣመே௣൧ଶଵ,଺
ۖە
۔
ۖۓ߬஺ଵ߬஺ଶ߬஺ଷ߬஻ଵ߬஻ଶ߬஻ଷۙۖ
ۘ
ۖۗ
 
(7.27) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦   é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ … 
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ் 
(7.28) 
$஻௜ ൌ   $஻௜ெ௭൅$஻௜ி௫ ൅ $஺௜ி௬ ൌ ൝
0
0
1
ൡ ߬஻௜ ൅ ൝
1
0
െ ஻ܻ௜
ൡ ܨ௫஻௜ ൅ ൝
0
1
ܺ஻௜
ൡ ܨ௬஻௜
(7.26) 
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ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τAi e τBi dos atuadores, as posições angulares das 
juntas Ai e Bi e o ângulo da tarefa θF; 
b) Espaço  de  busca:  atribui‐se  aos  atuadores  Bi  a  mesma 
capacidade de  torque dos atuadores Ai. Como mostrado 
na  Figura  7.5,  o  problema  de  capacidade  de  força 
apresenta  simetria  e  o  espaço  de  busca  da  variável  θF 
pode  ser  limitado  ao  intervalo  [‐π/4  ,  π/4]  rad,  sem 
prejuízo ao resultado final. O espaço de busca de todas as 
variáveis de decisão é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad
െߨ 4⁄  rad ൏ ߠி ൏ ߨ 4 rad⁄െ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nmെ4,2 Nm ൏ ߬஻௜ ൏ 4,2 Nm
 
(7.29) 
 
ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  como  Fpara  é  nula  no 
mínimo global, a equação de  restrição de  força, obtida a 
partir equação (7.27), é expressa por: 
ܯ௭ ൌ 0  (7.30) 
 
ETAPA 8 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଵ|ܯ௭|  (7.31) 
Para a constante k1 adotou‐se o valor 1. 
 
ETAPA 12 
O melhor  fitness  encontrado  foi  1,1005,  correspondente  a 
uma  capacidade  de  força  Fapp  de  90,86 N  na  direção  dada  por      
θF = ‐ 0,2995 rad. A Tabela 7.5 mostra os valores das variáveis de 
decisão obtidas no melhor fitness. Os atuadores das juntas A1, A3, 
B1, B2 e B3 atingiram a saturação. 
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Tabela 7.5: Valores das variáveis de decisão do manipulador 3‐RRR no 
melhor fitness 
variáveis de decisão  valores 
θA1 – ângulo da junta A1    1,646562719017105 rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,245927853883688 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  ‐2,542227492048613 rad 
θB2 – ângulo da junta B2  ‐2,245927865526405 rad 
θA3 – ângulo da junta A3  ‐0,447832435006756 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  ‐2,245927852820287 rad 
τA1 – torque da junta A1 ‐4,200000000000000 Nm 
τA2 – torque da junta A2  0,000010209010667 Nm 
τA3 – torque da junta A3  4,199989914909156 Nm 
τB1 – torque da junta B1  4,199994917163965 Nm 
τB2 – torque da junta B2 ‐4,199999696686091 Nm 
τB3 – torque da junta B3  4,199983646598804 Nm 
θF – ângulo de aplicação de força ‐0,299561902387001 rad 
 
Em  comparação  com o manipulador  sem  redundância de 
atuação, observa‐se um aumento na capacidade de força. E, dife‐
rentemente das abordagens existentes na literatura, a Fapp é obtida 
em um único processo de otimização, sem a necessidade de testar 
a capacidade de força para cada uma das direções dadas por θF. 
A evolução do fitness ao longo das gerações é mostrada Fi‐
gura  7.6. A  velocidade  de  convergência  do  fitness  indica  que  o 
número  total de gerações pode ser reduzido sem prejuízo ao re‐
sultado  final neste problema, acelerando o procedimento de oti‐
mização. 
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Figura 7.6:   Evolução do  fitness na otimização de força do manipulador 
3‐RRR 
 
 
7.1.5 Determinação da capacidade de força do manipulador do 
3‐RPRR com redundância cinemática  
 
 
Neste estudo de caso, o manipulador analisado é uma vari‐
ante do 3‐RRR na qual uma junta prismática ativa é adicionada a 
cada uma das pernas. Como resultado,  tem‐se o manipulador 3‐
RPRR cinematicamente redundante mostrado na Figura 7.7.  
As dimensões da plataforma  fixa, da plataforma móvel  e 
dos elos l2 não são alteradas. A distância l1i depende do desloca‐
mento LDi da junta prismática Di, limitado a ±0,05 m. Se as juntas 
prismáticas são mantidas  travadas na posição LDi  igual a zero, a 
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distância  entre as juntas Ai e Bi é 0.02 m e o manipulador 3‐RPRR 
torna‐se similar ao manipulador 3‐RRR.  
 
  
Figura 7.7:  Geometria do manipulador 3‐RPRR 
 
O limite de atuação das juntas prismáticas é ±20 N, valores 
semelhantes aos utilizados nos  estudos de  capacidade de  força‐
momento realizados por Nokleby et al(2007). 
O problema consiste em determinar a capacidade de  força 
Fdir na direção x, sendo a força Fy e o momento Mz nulos. O modo 
de trabalho, a posição e a orientação da plataforma móvel devem 
ser constantes ao longo do procedimento de otimização. As juntas 
atuadas são A1, A2, A3, D1, D2 e D3. No detalhamento da metodo‐
logia proposta, são mostradas apenas as etapas diferentes daque‐
las apresentadas no estudo de caso da Seção 7.1.1 
 
ETAPA 1 
d) Configuração  do manipulador:  o modo  de  trabalho  é  o 
mesmo utilizado nos  estudos de  caso das  seções  7.1.3  e 
7.1.4.  Como  o  manipulador  possui  redundância 
cinemática, o conceito de modo de  trabalho apresentado 
na Seção 4.1 deve ser considerado. 
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ETAPA 2 
a) Mobilidade: M=6; 
b) Grau líquido de restrição: Cn=3; 
c) Grau de redundância cinemática: R=3; 
d) Grau de redundância de atuação: Ra=0; 
 
ETAPA 3 
a) Grafo:  o  grafo  é  alterado,  acrescentando‐se  as  arestas 
relativas às  juntas prismáticas Di, conforme mostrado na 
Figura 7.8. 
 
Figura 7.8:  Grafo das ações do manipulador paralelo 3‐RPRR 
 
b) Cortes:  o  número  de  cortes, mostrados  na  Figura  7.8,  é 
igual a 10; 
c) Matriz  de  ações:  a matriz  de  ações  é  alterada,  com  um 
total de nove colunas adicionais,  três para cada uma das 
juntas prismática; 
d) Heliforças:  adicionadas  as  heliforças  das  juntas 
prismáticas $Di, escritas na forma: 
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onde XDi e YDi representam as coordenadas cartesianas da jun‐
ta Di.  
Como a direção de atuação das  juntas prismáticas varia de 
acordo com o ângulo da  junta Ai, a força FDi das  juntas pris‐
máticas é definida pela equação: 
e) Variáveis primárias: as variáveis primárias são os torques 
nos  atuadores  A1,  A2,  e  A3.  Devido  à  redundância 
cinemática,  as  forças  nos  atuadores  prismáticos  são 
dependentes dos torques nas juntas rotativas. O limite de 
capacidade  de  força  das  juntas  prismáticas  entra  como 
penalização na função objetivo; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são FxDi, FyDi, Fx, Fy e Mz. Da equação de equilíbrio 
(7.34) obtém‐se o valor de todas as variáveis secundárias a 
partir das variáveis primárias. 
ሼ߰௦ሽଷ଴,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଷ଴,ଷ଴ ൣܣመே௣൧ଷ଴,ଷ ቊ
߬஺ଵ߬஺ଶ߬஺ଷ
ቋ  (7.34) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ …
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫஽ଵ ܨ௬஽ଵ ܯ௭஽ଵ …
…ܨ௫஽ଶ ܨ௬஽ଶ ܯ௭஽ଶ ܨ௫஽ଷ ܨ௬஽ଷ ܯ௭஽ଷ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ் 
(7.35) 
 
ETAPA 4 
a) Posição e orientação do EF: não se aplica; 
$஽௜ ൌ ൝
0
0
1
ൡܯ௭஽௜ ൅ ൝
1
0
െ ஽ܻ௜
ൡ ܨ௫஽௜ ൅ ൝
0
1
ܺ஽௜
ൡ ܨ௬஽௜ 
(7.32) 
ܨ஽௜ ൌ ܨ௫஽௜cosሺߠ஺௜ሻ ൅ ܨ௬஽௜senሺߠ஺௜ሻ  (7.33) 
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b) Posição da extremidade das pernas: para cada uma das  i 
pernas, a posição cartesiana XCi e YCi do ponto de conexão 
Ci com a plataforma móvel é obtida através das equações: 
ܺ஼௜ ൌ ஺ܺ௜ ൅ ሺ0,02 ൅ ܮ஽௜ሻ cosሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ cosሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ  (7.36) 
஼ܻ௜ ൌ ஺ܻ௜ ൅ ሺ0,02 ൅ ܮ஽௜ሻ senሺߠ஺௜ሻ ൅ ݈ଶ senሺߠ஺௜൅ߠ஻௜ሻ  (7.37) 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas  Ai  e  Bi  e  os  deslocamentos  LDi  das  juntas 
prismáticas; 
b) Espaço  de  busca:  o  ângulo  θBi  é  limitado, mantendo  o 
manipulador no modo de  trabalho desejado. As  forças e 
torques  dos  atuadores  respeitam  os  limites  de  atuação 
especificados. O espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad
െ0,05 m ൏ ܮ஽௜ ൏ 0,05 mെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm
 
(7.38) 
 
ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  duas  equações  de 
restrição de força são: 
ܨ௬ ൌ 0
ܯ௭ ൌ 0 
(7.39) 
b) Restrições  de  atuação:  como  as  forças  das  juntas 
prismáticas  não  são  variáveis  de  decisão,  devem  ser 
tratadas como restrições que penalizam a função objetivo. 
As restrições de atuação são: 
|ܨ஽௜| ൏ 20 N  (7.40) 
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ETAPA 8 
d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe  quando  os  atuadores  das  juntas 
prismáticas  atingem  seus  limites.  Penaliza  a  função 
objetivo principal na forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ ସܲ|ܨ஽௜| se |ܨ஽௜| ൐ 20 N  (7.41) 
e) Pesos: deve ser adicionado o peso da parcela de atuação. 
Os  valores  escolhidos  para  ponderar  cada  uma  das 
parcelas,  obtidos  a  partir  de  testes  de  simulação,  são 
P1=100, P2=90, P3=1 e P4=100; 
f) Função completa: a função objetivo completa é: 
௢݂௕௝ ൌ 100 ௣݂ ൅ 90 ௚݂௘௢ ൅ ௙݂௢௥ ൅ 100 ௔݂௧௨௔   (7.42) 
 
ETAPA 9  
a) Tamanho  da  população:  com  12  variáveis  de  decisão, 
seguindo  as  recomendações  existentes  na  literatura 
apresentadas  na  Seção  5.5,  o  tamanho  da  população 
utilizado é de 40 indivíduos. 
 
ETAPA 11 
a) Número de gerações: testes de simulação mostraram que 
1000  gerações  não  são  suficientes  para  convergência  do 
algoritmo ao mínimo da  função objetivo. Com G=3000, a 
convergência é satisfatória.  A necessidade de aumentar o 
número  de  gerações  pode  ser  explicada  pela  maior 
complexidade  do  problema  em  estudo  em  comparação 
com os estudos de caso anteriores. 
 
ETAPA 12 
O melhor  fitness  encontrado  foi  1,7811,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 56,15 N. A Tabela  7.6 mostra os 
valores  das  variáveis  de  decisão  obtidas  no melhor  fitness.  Os 
atuadores das juntas A1 e A3 atingiram a saturação. 
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Tabela  7.6: Valores  das  variáveis  de  decisão  do manipulador  3‐RPRR 
com redundância cinemática no melhor fitness  
variáveis de  valores 
decisão   
θA1 – ângulo da junta A1  1,851349051593977 rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,143257871317729 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  ‐2,541118135578392 rad 
θB2 – ângulo da junta B2  ‐2,245259470392631 rad 
θA3 – ângulo da junta A3  ‐0,491959701017541 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  ‐2,273149713995171 rad 
LD1 – deslocamento da junta D1  ‐0,049976006352565 m 
LD2 – deslocamento da junta D2  ‐0,000277496680509 m 
LD3 – deslocamento da junta D3  0,011016339683636 m 
τA1 – torque da junta A1 ‐4,199993128207743 Nm 
τA2 – torque da junta A2 ‐0,000218715086566 Nm 
τA3 – torque da junta A3  4,199755257923403 Nm 
   
A  junta prismática mais carregada é a D1, que aplica uma 
força de ‐18,04 N, próxima do seu valor de saturação. Em compa‐
ração com o manipulador sem redundância cinemática estudado 
na Seção 7.1.1, a Fdir aumentou de 44,77 N para 56,15 N no modo 
de trabalho considerado, mostrando que a redundância cinemáti‐
ca  pode  ser  utilizada  para  aumentar  a  capacidade  de  força  de 
manipuladores. 
 
 
7.1.6 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RPRR com redundância cinemática e de atuação 
 
 
Nesta  seção  é  analisado  o manipulador  3‐RPRR  com  re‐
dundância cinemática e de atuação. Em comparação com o mani‐
pulador estudado na Seção 7.1.5 são acrescentados atuadores nas 
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juntas rotativas Bi. O  limite de torque das  juntas Bi é ±4,2 Nm, o 
mesmo das juntas Ai. 
Com  exceção  da  existência  de  redundância  de  atuação,  o 
problema a ser resolvido é o mesmo apresentado na Seção 7.1.5. 
Portanto, no detalhamento da metodologia proposta, são mostra‐
das apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no estudo 
de caso na Seção 7.1.5. 
 
ETAPA 2 
a) Mobilidade: M=6; 
b) Grau líquido de restrição: Cn=6; 
c) Grau de redundância cinemática: R=3; 
d) Grau de redundância de atuação: Ra=3; 
 
ETAPA 3 
a) Grafo:  a  estrutura  do  grafo  permanece  a  mesma.  Mas 
devem  ser acrescentados às heliforças $Bi os  torques dos 
atuadores;  
b) Cortes: sem alteração nos cortes; 
c) Matriz  de  ações:  a matriz  de  ações  é  alterada,  com  três 
colunas adicionais, uma para cada novo atuador; 
d) Heliforças:  as  heliforças  $Bi  são modificadas,  ficando  na 
forma: 
e) Variáveis primárias: a variáveis primárias são os  torques 
nos atuadores A1, A2, A3, B1, B2 e B3; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são FxDi, FyDi, Fx, Fy e Mz. Da equação de equilíbrio 
(7.44) obtém‐se o valor de todas as variáveis secundárias a 
partir das variáveis primárias 
$஻௜ ൌ ൝
0
0
1
ൡ ߬஻௜ ൅ ൝
1
0
െ ஻ܻ௜
ൡ ܨ௫஻௜ ൅ ൝
0
1
ܺ஻௜
ൡ ܨ௬஻௜ 
(7.43) 
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ሼ߰௦ሽଷ଴,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଷ଴,ଷ଴ ൣܣመே௣൧ଷ଴,଺
ۖە
۔
ۖۓ߬஺ଵ߬஺ଶ߬஺ଷ߬஻ଵ߬஻ଶ߬஻ଷۙۖ
ۘ
ۖۗ
 
(7.44) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ௫஺ଵ ܨ௬஺ଵ ܨ௫஺ଶ ܨ௬஺ଶ ܨ௫஺ଷ ܨ௬஺ଷ … 
…ܨ௫஻ଵ ܨ௬஻ଵ ܨ௫஻ଶ ܨ௬஻ଶ ܨ௫஻ଷ ܨ௬஻ଷ ܨ௫஼ଵ …
…ܨ௬஼ଵ ܨ௫஼ଶ ܨ௬஼ଶ ܨ௫஼ଷ ܨ௬஼ଷ ܨ௫஽ଵ ܨ௬஽ଵ ܯ௭஽ଵ …
…ܨ௫஽ଶ ܨ௬஽ଶ ܯ௭஽ଶ ܨ௫஽ଷ ܨ௬஽ଷ ܯ௭஽ଷ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ்  
(7.45) 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τAi e τBi dos atuadores, as posições angulares das 
juntas  Ai  e  Bi  e  os  deslocamentos  LDi  das  juntas 
prismáticas; 
b) Espaço de busca: o espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 rad
െ0,05 m  ൏ ܮ஽௜ ൏ 0,05 mെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nmെ4,2 Nm ൏ ߬஻௜ ൏ 4,2 Nm
 
(7.46) 
 
ETAPA 12 
O melhor  fitness  encontrado  foi  0,9424,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 106,1 N. A Tabela  7.7 mostra os 
valores  das  variáveis  de  decisão  obtidas  no melhor  fitness.  Os 
atuadores das juntas A1, A3, B1 e B2 atingiram a saturação. 
A  junta prismática mais carregada é a D3, que aplica uma 
força de 16,05 N. A utilização combinada de redundância cinemá‐
tica e de atuação permite um aumento significativo na capacida‐
de de força de manipuladores. 
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Tabela  7.7: Valores  das  variáveis  de  decisão  do manipulador  3‐RPRR 
com redundância cinemática e de atuação no melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
θA1 – ângulo da junta A1  1,851327455016608 rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,143261910317030 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  ‐2,337340600442170 rad 
θB2 – ângulo da junta B2  ‐2,143214920314398 rad 
θA3 – ângulo da junta A3  ‐0,514907525316278 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  ‐2,287865487597742 rad 
LD1 – deslocamento da junta D1  ‐0,049971552151669 m 
LD2 – deslocamento da junta D2  ‐0,049999987214071 m 
LD3 – deslocamento da junta D3  0,016731282670597 m 
τA1 – torque da junta A1 4,199928786350950 Nm 
τA2 – torque da junta A2 0,000070376619605 Nm 
τA3 – torque da junta A3 ‐4,199999114778899 Nm 
τB1– torque da junta B1 ‐4,199997240080897 Nm 
τB2 – torque da junta B2 4,199575789830336 Nm 
τB3 – torque da junta B3 0,196153087695557 Nm 
   
 
7.1.7 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RRR com uma orientação qualquer 
 
 
Em comparação com as condições de teste utilizadas no es‐
tudo de caso apresentado na Seção 7.1.1, a orientação θP da plata‐
forma móvel passa a ser uma variável de decisão e o objetivo é 
determinar a Fdir na direção x, considerando todas as orientações 
possíveis. O estudo é conduzindo considerando apenas o modo 
de trabalho utilizado na Seção 7.1.3 e as etapas diferentes daque‐
las apresentadas no estudo de caso da Seção 7.1.1 são:  
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ETAPA 1 
b) Orientação  da  plataforma  móvel:  a  orientação  da 
plataforma  móvel,  definida  pelo  ângulo  θP,  é  uma 
variável de decisão;  
d) Configuração  do  manipulador:  o  modo  de  trabalho  é 
constante, mesmo utilizado na Seção 7.1.3.  
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi e a orientação θP da plataforma móvel; 
b) Espaço  de  busca:  pela  condição  de  simetria  do 
manipulador, a orientação da plataforma móvel pode ser 
limitada  ao  intervalo  [‐π/2  ,  π/2]  rad  sem  prejuízo  na 
obtenção  da  capacidade  de  força. O  espaço  de  busca  é 
definido por: 
െ2ߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ 2ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 radെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm
െߨ2 rad ൏ ߠ௉ ൏
ߨ
2  rad
 
(7.47) 
 
ETAPA 8 
e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  adotou‐se  procedimento  diferente  dos  estudos 
de  caso  anteriores.  Na  primeira  metade  das  gerações 
utilizou‐se  P1=1000,  P2=90  e P3=10  e  na  segunda metade 
das gerações utilizou‐se P1=5, P2=90 e P3=0,05. Com estes 
valores,  a  otimização de  força  é priorizada no  início do 
processo e a otimização geométrica é priorizada no  final 
do processo,  garantindo  o  fechamento da  cadeia. Testes 
de  simulação  mostraram  que  a  utilização  desta 
abordagem  melhora  o  desempenho  do  algoritmo, 
evitando que fique preso em mínimos locais.  
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ETAPA 9  
a) Tamanho  da  população:  N=40,  mesmo  tamanho  de 
população  utilizado  no  estudo  de  caso  apresentado  na 
Seção 7.1.5. 
 
ETAPA 11 
a) Número de gerações: G=3000, mesmo número de gerações 
utilizado no estudo de caso apresentado na Seção 7.1.5. 
 
ETAPA 12 
O melhor  fitness  encontrado  foi  0,1078,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 46,35 N. A Tabela  7.8 mostra os 
valores  das  variáveis  de  decisão  obtidas  no melhor  fitness.  Os 
atuadores das juntas A1 e A3 atingiram a saturação. 
 
Tabela 7.8: Valores das variáveis de decisão do manipulador 3‐RRR com 
orientação variável no melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
θA1 – ângulo da junta A1  ‐4,567256478409149 rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,239527604368763 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  ‐2,472861376015954 rad 
θB2 – ângulo da junta B2  ‐2,239527604368763 rad 
θA3 – ângulo da junta A3  5,904719033556829 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  ‐2,239527604368763 rad 
τA1 – torque da junta A1 ‐4,199999999999871 Nm 
τA2 – torque da junta A2 0,000000000000130 Nm 
τA3 – torque da junta A3 4,200000000000000 Nm 
θP – orientação da plataforma  ‐0,109697663930398 rad 
 
Em comparação com os resultados obtidos na Seção 7.1.1, a 
variação da orientação da plataforma móvel permitiu um aumen‐
to na capacidade de força de 3,5%. O ângulo θP em que o manipu‐
lador possui a maior capacidade de força é ‐0,109 rad. 
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7.1.8 Determinação da capacidade de força do manipulador 
3‐RRR em uma posição cartesiana qualquer 
 
 
O objetivo é determinar a Fdir na direção x, considerando di‐
ferentes posições cartesianas da plataforma móvel. A orientação é 
constante e as demais condições são similares às apresentadas na 
Seção 7.1.7.  No detalhamento da metodologia proposta, são mos‐
tradas apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no es‐
tudo de caso da Seção 7.1.7: 
 
ETAPA 1 
a) Ponto  de  contato:  as  coordenadas  XP  e  YP  do  centro  da 
plataforma móvel são variáveis de decisão; 
b) Orientação  da  plataforma  móvel:  a  orientação  da 
plataforma móvel é constante com θP=0 rad;  
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τAi  dos  atuadores,  as  posições  angulares  das 
juntas Ai e Bi e a posição cartesiana XP e YP da plataforma 
móvel; 
b) Espaço  de  busca:  as  posições  possíveis  da  plataforma 
móvel são definidas por um quadrado de aresta 0,1 m e 
centro  localizado  no  ponto  de  contato  utilizado  nos 
estudos  de  caso  anteriores,  dado  pelas  coordenadas 
XP=0,25 m e YP=0,144 m. O espaço de busca é definido por: 
െߨ rad ൏ ߠ஺௜ ൏ ߨ rad
–ߨ rad ൏ ߠ஻௜ ൏ 0 radെ4,2 Nm ൏ ߬஺௜ ൏ 4,2 Nm
0,2 m ൏ ܺ௉ ൏ 0,3 m0,094 m ൏ ௉ܻ ൏ 0,194 m
 
(7.48) 
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ETAPA 12 
O melhor  fitness  encontrado  foi  0,0879,  correspondente  a 
uma  capacidade de  força Fx de 56,87 N. A Tabela  7.9 mostra os 
valores  das  variáveis  de  decisão  obtidas  no melhor  fitness.  Os 
atuadores das juntas A1 e A3 atingiram a saturação. 
 
Tabela 7.9: Valores das variáveis de decisão do manipulador 3‐RRR com 
ponto de contato variável no melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
θA1 – ângulo da junta A1  ‐4,253099134227938 rad 
θB1 – ângulo da junta B1  ‐2,368411997548358 rad 
θA2 – ângulo da junta A2  3,586941149027275 rad 
θB2 – ângulo da junta B2  ‐1,918450090360377 rad 
θA3 – ângulo da junta A3  ‐0,726471394896736 rad 
θB3 – ângulo da junta B3  ‐2,344720329656312 rad 
τA1 – torque da junta A1 ‐4,199999999999974 Nm 
τA2 – torque da junta A2 ‐1,495301171535064 Nm 
τA3 – torque da junta A3 4,200000000000000 Nm 
XP – posição x da plataforma  0,200000000000016 m 
YP – posição y da plataforma  0,170626877750758 m 
   
Em comparação com os resultados obtidos na Seção 7.1.1, a 
variação da posição da plataforma móvel permitiu um aumento 
na capacidade de força de 44,77 para 56,87 N. A posição em que o 
manipulador  possui  a maior  capacidade  de  força  é  dada  pelas 
coordenadas XP=0,20 m e YP=0,170 m.  
 
 
7.1.9 Análise dos Resultados do manipulador 3‐RRR 
 
 
A metodologia apresentada resolveu de maneira satisfató‐
ria  os  problemas  de  otimização  da  capacidade  de  força  Fdir  do 
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manipulador  3‐RRR  e  de  suas  variantes  3‐RRR,  3‐RPRR  e  3‐
RPRR.  Situações  em  que  o modo  de  trabalho,  a  orientação  da 
plataforma móvel, a posição da plataforma móvel e a direção da 
aplicação  de  força  são  variáveis  também  foram  consideradas. 
Como em todas as técnicas heurísticas, não há garantias de que o 
mínimo  global  foi  alcançado  nos  estudos  realizados,  o  que  só 
poderia ser comprovado se todas as infinitas combinações possí‐
veis de variáveis de decisão são verificadas.  
O número de gerações utilizado como critério de parada foi 
ajustado para cada caso estudado. Mas, analisando as figuras que 
mostram a evolução do  fitness ao  longo das gerações, é possível 
concluir  que  resultados  satisfatórios  poderiam  igualmente  ser 
obtidos com um menor número gerações. Uma adequação mais 
criteriosa do número de gerações pode ser feita para cada um dos 
testes  realizados  com  o  objetivo  de  reduzir  o  tempo  necessário 
nos processos de otimização. 
A Tabela 7.10 mostra a Fdir na direção x obtida nas diferentes 
condições  estudadas,  considerando  para  efeitos  comparativos, 
sempre o mesmo modo de trabalho (‐π rad < θBi < 0 rad). Na colu‐
na  que mostra  o  aumento percentual  obtido  na  Fdir,  o  valor de 
referência  é  a  capacidade de  força do manipulador  3‐RRR  com 
posição e orientação constantes. 
 
Tabela  7.10: Valores de  Fdir  obtidos para  o manipulador  3‐RRR  e  suas 
variantes em diferentes condições de teste 
manipulador condições de teste  Fdir aumento redundância 
  posição  orientação  obtida % na Fdir cinem. atua. 
3‐RRR  constante   constante  44,77 N 0%  não  não 
3‐RRR  constante  constante  86,81 N 93,9%  não  sim 
3‐RPRR  constante  constante  56,15 N 25,4%  sim  não 
3‐RPRR  constante  constante  106,1 N 136,9%  sim  sim 
3‐RRR  constante  variável  46,35 N 3,5%  não  não 
3‐RRR  variável  constante  56,87 N 27,22%  não  não 
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Os  resultados mostram  que  a  redundância  cinemática,  a 
redundância  de  atuação,  a  orientação  da  plataforma móvel  e  o 
ponto de aplicação de  força  influenciam na capacidade de  força 
de manipuladores paralelos. As variações de posição e orientação 
não exigem nenhuma modificação no manipulador e podem ser 
aproveitadas  sempre que a  tarefa permitir. Com a utilização de 
redundância cinemática e de atuação, o aumento da capacidade 
de força é significativo, mas o manipulador original necessita ser 
modificado fisicamente. A opção por alterar o projeto de um ma‐
nipulador para aumentar sua capacidade deve ser analisada em 
função dos custos decorrentes do acréscimo de atuadores e elos. 
Não foi realizado um estudo comparativo sobre  
Os  estudos  de  caso  apresentados  para  o manipulador  3‐
RRR e suas variantes não contemplam todas as condições de teste 
possíveis. Não  foram estudadas as capacidades de momento do 
manipulador. E também não foi estudada, por exemplo, a capaci‐
dade de  força do manipulador 3‐RRR  com posição  e orientação 
variáveis. Mas não é uma limitação do método e sim uma opção 
com o objetivo de não tornar ainda mais extenso o trabalho. Co‐
mo demonstrado nos testes realizados, a metodologia proposta é 
flexível e um problema com novas condições de  testes pode ser 
otimizado com adaptações na função objetivo e nas variáveis de 
decisão. Diferente das abordagens existentes na  literatura, a pre‐
sença simultânea de redundância cinemática e de atuação é con‐
siderada. 
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7.2 ROBOTURB PLANO (PRRR) E ROBOTURB ESPACIAL 
 
 
O Roboturb, mostrado na Figura 7.9, é um manipulador se‐
rial  espacial  cinematicamente  redundante.  Possui  sete  graus  de 
liberdade, com uma  junta prismática  (trilho) e seis  juntas  rotati‐
vas.  
 
Figura 7.9:  Manipulador Roboturb 
 
O desenvolvimento do Roborturb  foi  realizado através de 
uma  parceria  entre UFSC, COPEL,  FURNAS  e  LACTEC,  tendo 
como aplicação a recuperação de turbinas de usinas hidrelétricas. 
Em uma primeira etapa, o Roboturb foi empregado na  tarefa de 
y
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z
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soldagem, depositando material nas regiões da turbina que sofre‐
ram  cavitação  (LEAL, 2005). Em uma  etapa  futura, o objetivo  é 
empregar o Roboturb também na limpeza da região a ser recupe‐
rada e no tratamento por esmerilhamento da superfície recupera‐
da, eliminando rebarbas, excessos e outras imperfeições que pos‐
sam comprometer a durabilidade do reparo. 
Nesta operação de esmerilhamento, a remoção de material 
é obtida através de uma força de contato exercida pela ferramenta 
no meio. Como as velocidades de deslocamento exigidas são em 
geral baixas, os efeitos estáticos predominam sobre os dinâmicos 
e  a  tarefa  pode  ser  considerada  como  quase‐estática. Devido  a 
estas características, conhecer a capacidade de força do Roboturb 
é condição necessária para verificar se a operação de esmerilha‐
mento pode ser executada com sucesso.  
A  cinemática  inversa  e  o  planejamento  de  trajetórias  em 
ambientes confinados com evitamento de colisão foram objeto de 
estudo de trabalhos desenvolvidos no grupo de Robótica do De‐
partamento  de  Engenharia  Mecânica  da  UFSC  (SIMAS,  2008) 
(SIMAS et al., 2007)(CRUZ, 2007). Mas até o presente momento, 
não se possui  informações sobre o comportamento estático e so‐
bre a capacidade de força do Roboturb.  
A análise da capacidade de força pode ser facilitada com a 
utilização de um modelo planar equivalente do Roboturb, conce‐
bido por  (SIMAS, 2008) e utilizado por  (SIMAS, 2008) e  (CRUZ, 
2007) no estudo da cinemática e de estratégias de evitamento de 
colisão. Nesta abordagem simplificada, o Roboturb é representa‐
do por um manipulador plano PRRR.  
Nas  seções  seguintes,  a metodologia  proposta  é  utilizada 
no estudo de capacidade de  força do Roboturb e de seu modelo 
planar  equivalente. A Tabela 7.11  resume os  estudos de  caso a‐
presentados  e descreve os objetivos  e  as  condições de  cada um 
dos testes realizados. 
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Tabela 7.11: Estudos de caso do Roboturb 
Seção Roboturb objetivo e condições de teste 
7.2.1  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador  PRRR  (Roboturb  plano)  na  direção  x.
Força Fy e momento Mz nulos.  Posição e orienta‐
ção do EF constantes. 
7.2.3  Plano  Determinação  da  capacidade  de  força  Fdir  do 
manipulador  PRRR  (Roboturb  plano)  em  uma 
direção determinada pela  orientação  θP do ma‐
nipulador.    Força  Fpara  e  momento  Mz  nulos. 
Posição e orientação do EF constantes. 
7.2.4  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador PRRR (Roboturb plano) em uma direção
determinada com as demais ações  livres.   Força 
Fpara  e  momento  Mz  podem  assumir  valores 
quaisquer.   Posição e orientação do EF constan‐
tes. 
7.2.5  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador  PRRR  (Roboturb  plano)  na  direção  x
com a coordenada YP do ponto de contato  livre. 
Força Fy e momento Mz nulos.  Orientação do EF 
constante. 
7.2.6  Plano  Determinação da  capacidade de  força do mani‐
pulador PRRR  (Roboturb plano) na direção x, a 
partir da cinemática inversa de posição. Força Fy
e momento Mz nulos.  Posição e orientação do EF 
constantes. 
7.2.7  Espacial Determinação da capacidade de  força do Robo‐
turb espacial na direção x.   Força Fy e momento 
Mz nulos.  Posição e orientação do EF constantes. 
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7.2.1 Características geométricas do Roboturb 
 
 
A Figura 7.10 mostra o desenho esquemático do Roboturb 
com suas dimensões principais. As  juntas são  identificadas atra‐
vés de letras, de A até G, e os elos através de números, de 0 até 7. 
As coordenadas das  juntas são o deslocamento LA da  junta pris‐
mática e os ângulos θB, θC, θD, θE, θF e θG das  juntas rotativas. As 
três últimas  juntas  constituem um punho esférico. As ações nas 
juntas  são  definidas  pela  força  FA  na  junta  prismáticas  e  pelos 
torques τB, τC, τD, τE, τF e τG das juntas rotativas. 
 
Figura 7.10:  Geometria do manipulador Roboturb 
 
O  limite de deslocamento da  junta prismática depende do 
comprimento do  trilho utilizado e pode variar de acordo com a 
tarefa a ser executada. Os deslocamentos angulares das  juntas e 
as forças e torques dos atuadores são definidos pelas característi‐
cas  construtivas  do  manipulador  (SIMAS;  GUENTHER,  2000). 
Para o estudo da capacidade de  força do manipulador são utili‐
zados os seguintes limites de deslocamento:  
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0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
–ߨ rad  ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad 
െߨ rad  ൏ ߠ஽ ൏ ߨ rad 
െߨ rad  ൏ ߠா ൏ ߨ rad 
െߨ rad ൏ ߠி ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠீ ൏ ߨ rad
 
(7.49) 
e os seguintes limites de forças e torques: 
െ70 N ൏ ܨ஺ ൏ 70 Nെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ10 Nm ൏ ߬஼ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஽ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬ா ൏ 4 Nmെ4 Nm ൏ ߬ி ൏ 4 Nmെ4 Nm ൏ ߬ீ ൏ 4 Nm
 
(7.50) 
O modelo simplificado considera apenas a junta prismática 
A e as juntas rotativas C, D e F do Roboturb, reduzindo‐o ao ma‐
nipulador PRRR mostrado na Figura 7.11. No modelo planar, os 
elos  e  juntas  são  identificados  sequencialmente,  não  havendo 
uma correspondência entre os dois modelos. As  juntas C, D e F 
do Roboturb espacial são respectivamente as  juntas B, C e D do 
modelo equivalente. 
 
Figura 7.11:  Geometria do manipulador PRRR (Roboturb plano) 
 
Na posição mostrada na Figura 7.11, os ângulos das  juntas 
B, C e D são nulos. O ângulo θA que define a direção de desloca‐
mento da  junta prismática é considerado constante e  igual a π/6 
rad. A posição cartesiana da junta A é constante com coordenadas 
XA=0,26 m e YA=0,15 m. Os dois modos de  trabalho possíveis são 
x
y
O
A
B C
32
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θB θC θD
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cotovelo para cima  (‐π  rad <θC < 0  rad) e cotovelo para baixo  (0 
rad <θC < π rad). A orientação θP do efetuador, definida conforme 
mostrado na Figura 7.12, é a soma dos ângulos das  juntas B, C e 
D. 
ߠ௉ ൌ ߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽  (7.51) 
 
Figura 7.12:  Orientação θP do manipulador PRRR (Roboturb plano) 
 
 
7.2.2 Determinação da capacidade de força do manipulador 
PRRR (Roboturb plano) na direção x 
 
 
O problema consiste em determinar a capacidade de  força 
Fdir do manipulador na direção x, sendo a  força Fy e o momento 
Mz nulos. A posição e orientação do efetuador são constantes ao 
longo do procedimento de otimização. O ângulo θPdes representa a 
orientação desejada na execução da tarefa. As coordenadas XDdes e 
YDdes representam a posição desejada do EF na execução da tarefa. 
As informações obtidas na análise estática do manipulador PRRR 
(Roboturb  plano)  realizada  na  Seção  3.7.1  são  aproveitadas  no 
detalhamento de cada uma das etapas da metodologia proposta, 
apresentadas a seguir. 
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ETAPA 1 
a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 
manipulador  e  o  meio  é  definido  pelas  coordenadas 
XPdes=0,7 m e YPdes=0,1 m e permanece constante durante o 
processo de otimização; 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  desejada  θPdes=0  é 
constante,  com  o  efetuador  apontando  na  direção  de 
aplicação  da  força.  Devido  a  esta  condição,  a  posição 
cartesiana  da  junta  D  é  constante  com  coordenadas 
XDdes=0,65 m e YDdes=0,1 m; 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Logo a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
d) Configurações  do  manipulador:  o  manipulador  pode 
assumir  qualquer  um  dos  dois  modos  de  trabalho 
possíveis; 
e) Forças e momentos desejados: a força Fy e o momento Mz 
aplicados pelo manipulador no meio devem ser nulos. 
 
ETAPA 2 
As  características  cinemáticas  e  estáticas deste manipulador 
foram obtidas na Seção 3.7.1. 
a) Mobilidade: M=4; 
b) Grau líquido de restrição: Cn=3; 
c) Grau de redundância cinemática: R=1; 
d) Grau de redundância de atuação: Ra=0; 
 
ETAPA 3 
Os tópicos a, b, c, e d da etapa 3 foram desenvolvidos na Se‐
ção 3.7.1. 
e) Variáveis primárias: as variáveis primárias são os torques 
nos atuadores B, C e D. Como o manipulador apresenta 
redundância  cinemática,  o  valor  da  força  FA  da  junta 
prismática é dependente dos torques nas demais juntas; 
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f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são Fx, Fy, Mz e FA. Da equação de equilíbrio (7.52) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias. 
ሼ߰௦ሽଵଶ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃଵଶ,ଵଶ ൣܣመே௣൧ଵଶ,ଷ ቊ
߬஻߬஼߬஽
ቋ  (7.52) 
onde o vetor de magnitudes secundárias ߰௦ é dado por: 
߰௦ ൌ ൛ܨ஺ ܨ௉஺ ܯ௭ಲ ܨ௫஻ ܨ௬஻ ܨ௫஼ … 
…ܨ௬஼ ܨ௫஽ ܨ௬஽ ܨ௫ ܨ௬ ܯ௭ൟ்  
(7.53) 
 
ETAPA 4 
a) Posição e orientação do EF: as coordenadas do ponto de 
contato P são determinadas a partir das coordenadas das 
juntas através das equações: 
ܺ௉ ൌ ஺ܺ ൅ ܮ஺ cosሺߠிሻ ൅ 0,3 cosሺߠ஻ሻ ൅ 0,3 cosሺߠ஻ ൅ ߠ஼ሻ 
൅0,05 cosሺߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽ሻ 
(7.54) 
௉ܻ ൌ ஺ܻ ൅ ܮ஺ senሺߠிሻ ൅ 0,3 senሺߠ஻ሻ ൅ 0,3 senሺߠ஻ ൅ ߠ஼ሻ 
൅0,05 senሺߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽ሻ 
(7.55) 
b) Posição da extremidade das pernas: não se aplica. 
 
ETAPA 5 
a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  genérica  que  representa  a  posição  e  orientação 
desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.56) 
Como θPdes vale zero e as coordenadas XPdes e YPdes são conhe‐
cidas, a matriz Tdes é constante e igual a: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
1 0 0 0,7
0 1 0 0,1
0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.57) 
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A matriz de  transformação homogênea T que define a posi‐
ção e orientação real é: 
ܶ ൌ ൦
cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.58) 
Através das equações (6.1), (6.2) e (6.3) é possível obter o erro 
de posição epos e o erro de orientação eor. 
b) Erro  geométrico  simplificado:  como  o manipulador  em 
estudo  é planar, as equações do  erro geométrico podem 
ser expressas de forma simplificada através das equações: 
݁௢௥ ൌ ሺߠ௉ െ ߠ௉ௗ௘௦ሻଶ  (7.59) 
݁௣௢௦ ൌ ሺܺ௉ െ ܺ௉ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ௉ܻ െ ௉ܻௗ௘௦ሻଶ  (7.60) 
São exatamente as mesmas equações que  se obtém utili‐
zando a abordagem pela matriz de transformação homo‐
gênea do erro. O erro geométrico completo é: 
݁௚ ൌ ݇ଵ݁௣௢௦ ൅ ݇ଶ݁௢௥   (7.61) 
Para as constantes k1 e k2 utilizaram‐se os valores 5 e 1  res‐
pectivamente. 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τB, τC e τD dos atuadores e as posições LA, θB, θC e 
θD das juntas; 
b) Espaço de busca: o espaço de busca para o problema em 
estudo  é  definido  pelas  características  construtivas  do 
manipulador, definidas na Seção 7.2: 
0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஽ ൏ ߨ radെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஼ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬஽ ൏ 4 Nm
 
(7.62) 
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ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  duas  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.52).  São 
expressas por: 
ܨ௬ ൌ 0
ܯ௭ ൌ 0 
(7.63) 
b) Restrições de  atuação:  como  a  força da  junta prismática 
não  é  variável  de  decisão,  deve  ser  tratada  como  uma 
restrição  que  penaliza  a  função  objetivo. A  restrição  de 
atuação é: 
|ܨ஺| ൏ 70 N  (7.64) 
 
ETAPA 8 
a) Parcela principal: a parcela principal da função objetivo é: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| se ܨ௫ ൐ 0 
(7.65) 
Se a  força é negativa, penaliza‐se a  função objetivo princi‐
pal na forma: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| െ 100ܨ௫ se ܨ௫ ൏ 0 
(7.66) 
b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é o erro geométrico definido na etapa 5: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.67) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଷหܨ௬ห ൅ ݇ସ|ܯ௭|  (7.68) 
Para as constantes k3 e k4 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe quando o  atuador da  junta prismática 
atinge seu  limite. Penaliza a função objetivo principal na 
forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ ସܲ|ܨ஺| se |ܨ஺| ൐ 70 N  (7.69) 
e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  utilizou‐se  na  primeira  metade  das  gerações 
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P1=500,  P2=100,  P3=5  e  P4=10.   Na  segunda metade  das 
gerações utilizou‐se P1=0,001, P2=100, P3=0,0001 e P4=0,005.  
Com  esta  abordagem,  a  otimização  geométrica  é 
priorizada no final do processo, garantindo o fechamento 
da cadeia.  
f) Função completa: a função objetivo completa na primeira 
metade das gerações é: 
௢݂௕௝ ൌ 500 ௣݂ ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 5 ௙݂௢௥ ൅ 10 ௔݂௧௨௔   (7.70) 
Na segunda metade das gerações a função objetivo completa 
é: 
௢݂௕௝ ൌ 0,001 ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 0,0001 ௙݂௢௥ ൅ 0,005 ௔݂௧௨௔   (7.71) 
 
ETAPA 9 
Com base nos resultados dos  testes de simulação apresen‐
tados na Seção 7.4, são utilizados: 
a) Tamanho da população: N=30; 
b) Fator  de  escala:  Fs  com  decaimento  linear  ao  longo  das 
gerações, iniciando em 0,6 e reduzindo até o valor 0,4; 
c) Fator de recombinação: CR=0,9. 
 
ETAPA 10 
Com base nos  resultados dos  testes de simulação apresenta‐
dos na Seção 7.4, é utilizado: 
a) Estratégia de ED: ED/rand/1/exp. 
 
ETAPA 11 
b) Número  de  gerações:  G=1500.  Testes  de  simulação 
mostram  que  1500  gerações  são  suficientes  para  o 
algoritmo apresentar convergência. 
 
ETAPA 12 
O melhor fitness encontrado foi 1,6155e‐5, correspondente a 
uma capacidade de  força Fx de 61,89 N. O  tempo médio de pro‐
cessamento em 10 testes realizados foi de 23,51 segundos. A junta 
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prismática não atinge a saturação, aplicando uma  força de 53,61 
N. A Tabela 7.12 mostra os valores das variáveis de decisão obti‐
das no melhor fitness. Os atuadores das juntas B e C são levados à 
saturação. 
 
Tabela  7.12:  Valores  das  variáveis  de  decisão  do manipulador  PRRR 
(Roboturb plano) no melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
LA – deslocamento da junta A  0,223102947199773 m 
θB – ângulo da junta B  ‐1,819189850276430 rad 
θC – ângulo da junta C  2,264573132674993 rad 
θD – ângulo da junta D  ‐0,445383492704798 rad 
τB – torque da junta B 9,999992890772317 Nm 
τC – torque da junta C ‐7,999992254492535 Nm 
τD – torque da junta D 0,000000638683132 Nm 
 
O torque na junta D é nulo pois a linha de ação da força Fx 
aplicada  intercepta seu eixo. A melhor condição é obtida com o 
manipulador na configuração cotovelo para baixo  (0 rad <θC < π 
rad) com um deslocamento de 0,22 m na junta prismática. 
Para efeitos comparativos, foi determinada a capacidade de 
força do manipulador no mesmo modo de trabalho, considerando 
a junta prismática travada nas posições limites LA=0,3 m e LA=0,05 
e a capacidade de força do manipulador na configuração cotovelo 
para cima (‐π rad < θC  < 0 rad).   
A Tabela  7.13 mostra  a  capacidade de  força  obtida nestas 
condições e sua variação percentual em relação à capacidade de 
força máxima obtida.  
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Tabela 7.13: Valores de Fx do Roboturb plano para diferentes posições da 
junta prismática 
 
modo de 
 
Fx  
 
Posição LA da 
variação % na Fx  
em relação à 
trabalho  obtida  junta prismática capacidade de força 
máxima 
cotovelo 
para baixo
61,89 N  0,22 m  0% 
cotovelo 
para baixo
50,0 N  0,3 m  ‐19,2% 
cotovelo 
para baixo
40,21 N  0,05 m  ‐35% 
cotovelo 
para cima 
31,96 N  0,3 m  ‐48,3% 
 
Estes  resultados  mostram  que  a  redundância  cinemática 
pode ser aproveitada no modelo planar equivalente do Roboturb 
para aumentar sua capacidade de força. E uma escolha correta da 
configuração  a  ser utilizada na  execução de determinada  tarefa 
representa um aumento  significativo na  capacidade de  força do 
manipulador. 
 
 
7.2.3 Determinação da capacidade de força do manipulador 
PRRR (Roboturb plano) em uma direção determinada 
 
 
Na Seção 7.2.1 foi otimizada a capacidade de força na dire‐
ção x, condição bastante restritiva considerando que o Roboturb é 
utilizado  em  ambientes  com  geometria  complexa.  O  problema 
pode  ser  generalizado para  aplicação de  força  em uma direção 
qualquer,  definida  pelo  ângulo  θPdes  que  representa  também  a 
orientação desejada do EF na execução da tarefa.  
O objetivo é determinar a capacidade de força Fdir em uma 
direção qualquer, com Mz e a força Fpara, aplicada em uma direção 
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perpendicular a Fdir, nulos. As forças Fdir e Fpara são determinadas 
a partir de Fx, Fy e θPdes através das equações: 
ܨௗ௜௥ ൌ ܨ௫cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ ൅ ܨ௬senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.72) 
ܨ௣௔௥௔ ൌ െܨ௫senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ ൅ ܨ௬cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.73) 
A Figura 7.13 mostra a extremidade do manipulador PRRR (Ro‐
boturb plano) e define os sentidos positivos de Fdir e Fpara. A força 
Fdir aponta sempre na direção de θPdes e é composta vetorialmente 
pela soma das projeções das Fx e Fy na direção definida por θPdes. 
 
Figura 7.13:  Composição da força Fdir a partir de Fx e Fy no manipulador 
PRRR 
 
No detalhamento da metodologia proposta, são mostradas 
apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no estudo de 
caso da Seção 7.2.1. 
 
ETAPA 1 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  θPdes  é  constante,  com  o 
efetuador apontando na direção de aplicação da força. A 
posição  cartesiana da  junta D depende do valor de θPdes 
escolhido e é calculada pelas equações: 
ܺ஽ௗ௘௦ ൌ ܺ௉ௗ௘௦ െ 0,05cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.74) 
஽ܻௗ௘௦ ൌ ௉ܻௗ௘௦ െ 0,05senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ  (7.75) 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção definida pelo ângulo θPdes; 
x
y
O
3 P
D
θPdes
Fx
Fy Fdir= Fxcos(θPdes)+ Fysen(θPdes)
Fpara= ­Fxsen(θPdes)+ Fycos(θPdes)
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e) Forças e momentos desejados: a  força Fpara e o momento 
Mz  de  aplicados  pelo manipulador  no meio  devem  ser 
nulos. 
 
ETAPA 5 
a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes que representa a posição e orientação desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.76) 
A matriz de  transformação homogênea T que define a posi‐
ção e orientação real é: 
ܶ ൌ ൦
cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.77) 
Através das equações (6.1), (6.2) e (6.3) é possível obter o erro 
de posição epos e o erro de orientação eor. 
 
ETAPA 8 
a) Parcela principal: a parcela principal da função objetivo é: 
௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| se ܨௗ௜௥ ൐ 0 
(7.78) 
Se a  força é negativa, penaliza‐se a  função objetivo princi‐
pal na forma: 
௣݂ ൌ 1|ܨௗ௜௥| െ 100ܨௗ௜௥ se  ܨௗ௜௥ ൏ 0 
(7.79) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଷหܨ௣௔௥௔ห ൅ ݇ସ|ܯ௭|  (7.80) 
Para as constantes k3 e k4 adotou‐se o valor 1. 
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ETAPA 12 
Para  verificar  o  funcionamento  da  metodologia,  foi 
definido  arbitrariamente  θPdes=π/4 rad.  O  melhor  fitness 
encontrado  foi  2,6897e‐5,  correspondente  a  uma  capacidade  de 
força Fdir de 37,18 N. A  junta prismática não atinge a saturação, 
aplicando uma força de 35,91 N. A Tabela 7.14 mostra os valores 
das  variáveis  de  decisão  obtidas  no  melhor  fitness.  Apenas  o 
atuador da junta B é levado à saturação. 
 
Tabela  7.14:  Valores  das  variáveis  de  decisão  do manipulador  PRRR 
(Roboturb plano) no melhor fitness com θPdes=π/4 rad 
variáveis de  valores 
decisão   
LA – deslocamento da junta A   0,300000000000000 rad 
θB – ângulo da junta B   0,073413260526988 rad 
θC – ângulo da junta C  ‐2,183905671638252 rad 
θD – ângulo da junta D   2,895890574515390 rad 
τB – torque da junta B 10,00000000000000  Nm 
τC – torque da junta C  2,712961441500319 Nm 
τD – torque da junta D ‐0,000000000016168 Nm 
 
O  torque na  junta D é nulo. Comparativamente com a ca‐
pacidade de força na direção x, ocorreu uma redução significati‐
va.  Variando o valor de θPdes, é possível obter informações sobre 
a capacidade de força do manipulador em diferentes direções, em 
procedimento  semelhante  ao  realizado  com  o  manipulador  3‐
RRR na Seção 7.1.3. 
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7.2.4 Determinação da capacidade de força do manipulador 
PRRR (Roboturb plano) em uma direção determinada 
com as demais ações livres 
 
 
Ao executar o esmerilhamento, é possível que o meio, além 
de absorver a força desejada em uma direção específica, suporte 
também sem prejuízos à tarefa forças e momentos em outras di‐
reções. Nestas condições, o objetivo é determinar a capacidade de 
força Fdir em uma direção qualquer, com Mz e a força Fpara poden‐
do assumir valores diferentes de zero. Os índices de desempenho 
apresentados na Seção 4.3 são utilizados para  identificar as con‐
dições de carregamento presentes. No detalhamento da metodo‐
logia proposta, são mostradas apenas as etapas diferentes daque‐
las apresentadas no estudo de caso da Seção 7.2.3. 
  
ETAPA 1 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  é  constante  e  o  valor 
escolhido para os testes é θPdes= 0 rad;  
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Logo a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
e) Forças e momentos desejados: a  força Fpara e o momento 
Mz  de  aplicados  pelo  manipulador  no  meio  podem 
assumir valores diferentes de zero. 
 
ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  restrições  de  força 
dependem da capacidade do meio em suportar ações. Se 
o meio  não  consegue  suportar  ações  adicionais,  tanto  a 
força Fpara como o momento Mz devem ser nulos. O índice 
de desempenho utilizado para identificar esta situação de 
carregamento  é  Fdir.  A  restrição  de  força  utilizada  é  a 
mesma da Seção 7.2.1.  
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Se o meio  consegue  suportar apenas  forças adicionais, mas 
não momentos, o índice de desempenho utilizado para iden‐
tificar esta situação de carregamento é  ܨி ௗ௜௥. A restrição de 
força é expressa por: 
ܯ௭ ൌ 0  (7.81) 
Se  o meio  consegue  suportar  apenas momentos  adicionais, 
mas não forças, o índice de desempenho utilizado para iden‐
tificar esta situação de carregamento é  ܨெ ௗ௜௥. A restrição de 
força é expressa por: 
ܨ௣௔௥௔ ൌ 0  (7.82) 
Se o meio consegue suportar momentos e forças adicionais, o 
índice de desempenho utilizado para identificar esta situação 
de carregamento é  ܨிெ ௗ௜௥ e não existem restrições de força. 
 
ETAPA 8 
c) Parcela  de  força:  a  parcela  de  força  da  função  objetivo 
varia de acordo com as condições do problema. Se o valor 
de Mz é obrigatoriamente zero:  
௙݂௢௥ ൌ |ܯ௭|  (7.83) 
Se o valor de Fpara é obrigatoriamente zero:  
௙݂௢௥ ൌ หܨ௣௔௥௔ห  (7.84) 
 
ETAPA 12 
A Tabela 7.15 mostra os valores de Fdir obtidos em diferen‐
tes  condições de  contato,  considerando  θPdes=  0  rad. A primeira 
coluna mostra  o  índice de  desempenho  conforme  condições  de 
carregamento  impostas. O aumento % na Fdir  é  calculado  tendo 
como referência o valor obtido com Fpara e Mz nulos. 
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Tabela 7.15: Valores de Fdir do manipulador PRRR (Roboturb plano) 
obtidos em diferentes condições de contato com θPdes=0 rad 
índice   Fdir  aumento  Fpara  Mz  FA  atuadores 
  obtida  % na Fdir       saturados 
ܨௗ௜௥  61,89 N 0%  0  0  53,61 N B e C 
ܨி ௗ௜௥  62,91 N 1,6%  ‐9,33 N  0  49,81 N B e C 
ܨெ ௗ௜௥  71,91 N 16,2%  0  ‐4,38 Nm 62,27 N B e C 
ܨிெ ௗ௜௥  75,98 N 22,7%  6,16 N  ‐6,31 Nm 68,88 N B, C e D 
 
A variação na  capacidade de  força  em  função do  tipo de 
carregamento pode ser mais significativa em outras direções de‐
finidas por θPdes. O problema de otimização em estudo é reprodu‐
zido na direção θPdes= π/4 rad e os valores obtidos são mostrados 
na Tabela 7.16. 
 
Tabela  7.16:  Valores  de  Fdir  obtidos  do manipulador  PRRR  (Roboturb 
plano) em diferentes condições de contato com θPdes=π/4 rad 
índice   Fdir  aumento Fpara  Mz  FA  atuadores
  obtida % na Fdir       saturados
ܨௗ௜௥  37,18 N 0%  0  0  35,91 N B 
ܨி ௗ௜௥  51,68 N 39%  ‐31,83 N  0  58,16 N B e C 
ܨெ ௗ௜௥  59,48 N 60%  0  ‐6,00 Nm 57,45 N B e D 
ܨிெ ௗ௜௥  64,98 N 74,8%  23,17 N  ‐7,15 Nm 56,77 N B, C e D 
 
Nas duas direções experimentadas é verificado que a pre‐
sença  de  ações  compostas  no  contato  permite  um  aumento  da 
capacidade de  força na direção desejada. Para θPdes= 0 rad, o au‐
mento da capacidade de força com Mz e Fpara livres é em torno de 
22,7%. Para θPdes=π/4 rad, o aumento da capacidade de força com 
Mz e Fpara livres é mais significativo, em torno de 74,8%.  
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7.2.5 Determinação da capacidade de força do manipulador 
PRRR (Roboturb plano) na direção x com YP livre 
 
 
Em comparação com o estudo de caso apresentado na Se‐
ção 7.2.1, a coordenada YP do ponto de contato passa a ser uma 
variável de decisão, podendo variar ao longo do processo de oti‐
mização  em um  intervalo definido. Na  execução da  tarefa,  esta 
condição pode ser entendida como um grau de liberdade adicio‐
nal, possibilitando que a interação entre o manipulador e o meio 
ocorra no ponto onde o manipulador apresenta maior capacidade 
de força. A força é aplicada na direção x (θP= 0 rad) e a coordena‐
da XP do ponto de contato é considerada constante. O problema 
consiste  portanto  em  determinar  a  capacidade  de  força  Fdir  do 
manipulador na direção x, sendo a força Fy e o momento Mz nulos, 
a orientação do EF constante e a coordenada YP do ponto de con‐
tato  variável.  No  detalhamento  da  metodologia  proposta,  são 
mostradas apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no 
estudo de caso da Seção 7.2.1 
 
ETAPA 1 
a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 
manipulador  e  o  meio  é  definido  pela  coordenada 
XPdes=0,7 m e pela coordenada YPdes, definida no  intervalo 
[0,1 , 0,5] m.  
 
ETAPA 5 
a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  genérica  que  representa  a  posição  e  orientação 
desejadas é: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ െsenሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ܺ௉ௗ௘௦
senሺߠ௉ௗ௘௦ሻ cosሺߠ௉ௗ௘௦ሻ 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.85) 
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Como θP vale zero e a coordenada XPdes é conhecida, a matriz 
Tdes pode ser escrita apenas em função de YPdes: 
ௗܶ௘௦ ൌ ൦
1 0 0 0,7
0 1 0 ௉ܻௗ௘௦0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.86) 
A matriz de  transformação homogênea T que define a posi‐
ção e orientação real é: 
ܶ ൌ ൦
cosሺߠ௉ሻ െsenሺߠ௉ሻ 0 ܺ௉
senሺߠ௉ሻ cosሺߠ௉ሻ 0 ௉ܻ0 0 1 0
0 0 0 1
൪ 
(7.87) 
Através das equações (6.1), (6.2) e (6.3) é possível obter o erro 
de posição epos e o erro de orientação eor. 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τB, τC e τD dos atuadores, as posições LA, θB, θC e θD 
das juntas e a posição cartesiana YPdes do efetuador; 
b) Espaço de busca: o espaço de busca para o problema em 
estudo é definido por: 
0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஽ ൏ ߨ radെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஼ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬஽ ൏ 4 Nm
0,1 m ൏ ௉ܻௗ௘௦ ൏ 0,5 m
 
(7.88) 
 
ETAPA 12 
O melhor fitness encontrado foi 1,4557e‐4, correspondente a 
uma capacidade de força Fx de 68,69 N. Este valor foi obtido em 
duas  posições,  YPdes=0,1544 m  e  YPdes=0,4456 m,  sendo  que  cada 
uma  destas  posições  ocorre  em  um modo  de  trabalho  distinto. 
Como  ao  longo do  espaço de busca da variável YPdes  é possível 
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alcançar configurações simétricas, obteve‐se exatamente a mesma 
capacidade de força nas configurações cotovelo para cima (‐π rad 
< θC  < 0 rad) e cotovelo para baixo (0 rad <θC < π rad). A Figura 7.14 
mostra o manipulador PRRR (Roboturb plano) nas duas posições 
em que a maior capacidade de força foi encontrada.  
 
(a) Cotovelo para baixo 
 
 
(b) Cotovelo para cima 
 
Figura 7.14:  Duas posições do manipulador PRRR, em modos de traba‐
lho distintos, onde a maior capacidade de força com YPdes livre foi obtida 
 
Os valores das variáveis de decisão obtidas no melhor  fit‐
ness para  cada  configuração  são mostrados  na Tabela  7.17. Nos 
dois modos de trabalho, os atuadores das juntas B e C são levados 
à saturação. 
 
x
y
O
A
B
C
P
D
0.1544 m
0.7 m
x
y
O
A B
C
PD
0.4456 m
0.7 m
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Tabela  7.17:  Valores  das  variáveis  de  decisão  do manipulador  PRRR 
(Roboturb plano) no melhor fitness com YPdes livre 
variáveis de  valores cotovelo valores cotovelo 
decisão  para baixo  para cima 
LA – deslocamento da junta 
A 
 0,3000 rad  0,3000 m 
θB – ângulo da junta B  ‐2,0794 rad  2,0794 rad 
θC – ângulo da junta C   2,4781 rad  ‐2,4781 rad 
θD – ângulo da junta D  ‐0,3987 rad   0,3987 rad 
τB – torque da junta B 10,0000 Nm  ‐10,0000 Nm 
τC – torque da junta C ‐8,0000 Nm   8,0000 Nm 
τD – torque da junta D  0,0000 Nm   0,0000 Nm 
YPdes – coordenada Y do EF 0,1544 m  0,4456 m 
 
O torque na junta D é nulo. Nas duas configurações, a posição da 
junta prismática é LA=0,3 m.  
Em comparação com a capacidade de força Fdir=61,89 N ob‐
tida no estudo de caso apresentado na Seção 7.2.1, a possibilidade 
de variar o ponto de  contato no  intervalo especificado permitiu 
um aumento de 11% na capacidade de força do manipulador. 
 
 
7.2.6 Determinação da capacidade de força do manipulador 
PRRR (Roboturb plano) na direção x, a partir da 
cinemática inversa de posição 
 
 
O problema de otimização é idêntico ao estudado na Seção 
7.2.1. Mas as equações da cinemática inversa de posição do mani‐
pulador PRRR são utilizadas para reduzir o  tempo de processa‐
mento. Como o manipulador  em  estudo possui grau de  redun‐
dância cinemática  igual a 1, conhecida a posição e orientação do 
efetuador, basta definir o modo de  trabalho e a posição de uma 
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das juntas para que a posição das demais juntas do manipulador 
seja conhecida.  
O  deslocamento  LA  da  junta  prismática  é  escolhido  como 
variável de decisão e as coordenadas das demais juntas são obti‐
das a partir de LA. Para definir o modo de trabalho do manipula‐
dor, é utilizada uma variável binária que assume os valores 0 ou 
1. Como a ED  trabalha apenas com variáveis contínuas, para re‐
presentar a variável binária é utilizada uma variável de decisão 
Wm com espaço de busca no intervalo [0 , 1], cujo valor é sempre 
arredondado para o  inteiro mais próximo. Desta  forma, Wm  as‐
sume o valor 0 quando o manipulador está no modo de trabalho 
cotovelo para cima (‐π rad < θC   < 0 rad) e o valor 1 quando o ma‐
nipulador  está no modo de  trabalho  cotovelo para baixo  (0  rad 
<θC < π rad).  
No detalhamento da metodologia proposta, são mostradas 
apenas as etapas diferentes daquelas apresentadas no estudo de 
caso da Seção 7.2.1 
 
ETAPA 4 
a) Posição  e  orientação  do  EF:  como  as  coordenadas  do 
ponto de contato P e da junta D são conhecidos, obtém‐se 
a  partir  do  deslocamento  LA  e  da  configuração  do 
manipulador as coordenadas cartesianas XB, YB, XC, YC da 
posição das juntas e as coordenadas θB, θC e θD das juntas.  
A  orientação  θP  do  efetuador  é  soma  dos  ângulos  das 
juntas. 
ߠ௉ ൌ ߠ஻ ൅ ߠ஼ ൅ ߠ஽  (7.89) 
 
ETAPA 5 
b) Erro  geométrico  simplificado:  aproveitando‐se  o 
conhecimento  geométrico,  o  erro  geométrico  pode  ser 
definido  de  forma  simplificada  pela  diferença  entre  o 
comprimento calculado e o comprimento real dos elos 2 e 
3, na forma: 
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௚݁ ൌ ൫0,3ଶ െ ሺሺܺ஻ െ ܺ஼ሻଶ ൅ ሺ ஻ܻ െ ஼ܻሻଶሻ൯
൅ ൫0,3ଶ െ ሺሺܺ஼ െ ܺ஽ௗ௘௦ሻଶ ൅ ሺ ஼ܻ െ ஽ܻௗ௘௦ሻଶሻ൯ 
(7.90) 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques  τB,  τC  e  τD dos  atuadores,  a posição  LA da  junta 
prismática e a variável Wm que define a configuração do 
manipulador; 
b) Espaço de busca: o espaço de busca para o problema em 
estudo é: 
0,05 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,3 mെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஼ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬஽ ൏ 4 Nm0 ൏ ௠ܹ ൏ 1
 
(7.91) 
 
ETAPA 8 
e) Pesos:  utilizando  o  conhecimento  geométrico,  não  há 
necessidade  de  priorizar  o  fechamento  da  cadeia  na 
segunda metade  das  gerações.  Utilizou‐se  em  todas  as 
gerações P1=500, P2=100, P3=5 e P4=10.   
 
ETAPA 12 
Como esperado, a capacidade de força Fx=61,89 N obtida é 
a mesma do estudo de caso da Seção 7.2.1. Mas o tempo médio de 
processamento  em  10  testes  realizados  foi  de  5,92  segundos,  o 
que representa uma redução de aproximadamente 75% em com‐
paração com o tempo obtido sem utilizar a cinemática inversa de 
posição. A Figura 7.15 mostra a evolução do fitness médio ao lon‐
go das gerações em 10 testes realizados. 
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Figura 7.15:  Evolução do valor médio do fitness em 10 testes com G=1500 
na otimização de força do manipulador PRRR  
 
A  convergência  é  rápida, possibilitando a  redução do nú‐
mero de gerações sem prejuízo ao resultado  final. A Figura 7.16 
mostra a evolução do  fitness médio ao  longo das gerações em 10 
testes realizados com G=300. O algoritmo apresentou boa conver‐
gência e o tempo médio de processamento foi reduzido para 1,29 
segundos,  o  que  representa  uma  redução  de  aproximadamente 
94,5%  em  comparação  com  o  tempo  obtido  no  estudo  de  caso 
apresentado na Seção 7.2.1. 
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Figura 7.16:  Evolução do valor médio do fitness em 10 testes com G=300 
na otimização de força do manipulador PRRR  
 
Para o cálculo da capacidade de força em um único ponto 
esta redução pode não ser relevante. Mas se o objetivo é determi‐
nar a capacidade de força do manipulador em todo seu espaço de 
trabalho, a utilização de conhecimentos geométricos na formula‐
ção do problema reduz significativamente o  tempo  total de pro‐
cessamento sem comprometer a validade do resultado encontra‐
do.  
 
 
7.2.7 Determinação da capacidade de força do Roboturb 
espacial 
 
 
O problema consiste em determinar a capacidade de  força 
Fdir na direção x do Roboturb espacial mostrado na Figura 7.10, 
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sendo a força Fy e o momento Mz nulos. A posição e orientação do 
efetuador  são  constantes ao  longo do procedimento de otimiza‐
ção. A abordagem do problema espacial exige algumas alterações 
em  relação  ao modelo plano,  detalhadas  nas  etapas  descritas  a 
seguir. 
 
ETAPA 1 
a) Ponto  de  contato:  o  ponto  de  contato  P  entre  o 
manipulador e o meio é constante durante o processo de 
otimização.  Neste  estudo  de  caso,  o  ponto  de  contato 
escolhido  é  definido  pelas  coordenadas  XPdes=0,4  m, 
YPdes=0,3 m e ZPdes=‐0,089 m 
b) Orientação  do  EF:  a  orientação  θPdes  é  constante,  com  o 
efetuador apontando na direção de aplicação da força. 
c) Direção  de  aplicação  de  força:  a  força  é  aplicada  na 
direção x do sistema de coordenadas, no sentido positivo. 
Logo a capacidade de força Fdir é igual a Fx; 
d) Configurações  do  manipulador:  manipulador  pode 
assumir qualquer um dos modos de trabalho possíveis; 
e) Forças e momentos desejados: a força Fy e o momento Mz 
de aplicados pelo manipulador no meio devem ser nulos. 
 
ETAPA 2 
a) Mobilidade: M=7; 
b) Grau líquido de restrição: Cn=6; 
c) Grau de redundância cinemática: R=1; 
d) Grau de redundância de atuação: Ra=0; 
 
ETAPA 3 
a) Grafo: o grafo do Roboturb é mostrado na Figura 7.17. Os 
vértices  e  arestas  estão  identificados  de  acordo  com  o 
modelo esquemático da Figura 7.10; 
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Figura 7.17:  Grafo do Roboturb espacial 
 
b) Cortes: os sete cortes estão indicados na Figura 7.17; 
c) Matriz de ações: a matriz de ações de rede é: 
ܣே ൌ
ۏ
ێێ
ێێ
ێێ
ۍ$௉ െ$஺ 0 0 0 0 0 00 െ$஺ 0 0 0 0 0 0
0 െ$஺ $஼ 0 0 0 0 0
0 െ$஺ 0 $஽ $஽ 0 0 0
0 െ$஺ 0 0 0 $ா 0 0
0 െ$஺ 0 0 0 0 $ி 0
0 െ$஺ 0 0 0 0 0 $ீے
ۑۑ
ۑۑ
ۑۑ
ې
 
(7.92) 
d) Heliforças:  cada  heliforça  deve  ser  escrita  como  uma 
soma  de  suas  seis  componentes  básicas.  Nas  juntas 
rotativas, o  eixo de atuação varia  em  função da posição 
das  juntas  do  manipulador.  As  heliforças  que 
representam  os momentos  devem  ser  decompostas  nas 
direções cartesianas do  sistema de coordenadas da base. 
Esta decomposição pode  ser  obtida  com  a utilização da 
matriz de rotação R que define a orientação do sistema de 
2
3
1
0
4
$C
$A
$D
$B
c1
c2
c3
c4
c5
c6
c7
$E
$P
$G
$F
5
6
7
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coordenadas  fixo  ao  elo  i  em  relação  à  base,  escrita  de 
forma genérica por: 
ܴ ൌ ቎
݊௫ ݐ௫ ܾ௫
݊௬ ݐ௬ ܾ௬
݊௭ ݐ௭ ܾ௭
቏ 
(7.93) 
onde n, t e b são os vetores unitários que apontam nas dire‐
ções cartesianas do sistema fixo ao elo  i e   aparecem na ma‐
triz de rotação decompostos nas direções cartesianas do sis‐
tema fixo da base. Como exemplo, a heliforça da junta B é es‐
crita na forma: 
onde MB1 e MB2 são momentos perpendiculares ao momento 
do  atuador  τB. As  heliforças  das  demais  juntas prismáticas 
são obtidas de  forma similar. A  força FA aplicada pela  junta 
prismática aponta  sempre na direção y do  sistema de  coor‐
denadas da base e sua posição foi definida na origem do sis‐
tema fixo. Logo a heliforça da junta A é escrita na forma:                                    
$஻ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ݊௫݊௬݊௭0
0
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܯ஻ଵ ൅
ۖە
۔
ۖۓݐ௫ݐ௬
ݐ௭0
0
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܯ஻ଶ ൅
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓܾ௫ܾ௬
ܾ௭0
0
0 ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
߬஻ 
൅
ۖە
۔
ۖۓ 0ܼ஻െ ஻ܻ10
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ௫஻ ൅
ۖە
۔
ۖۓെܼ஻0
ܺ஻01
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ௬஻ ൅
ۖە
۔
ۖۓ ஻ܻെܺ஻0
00
1 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ௓஻ 
(7.94) 
$஺ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ100
0
0
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܯ௫஺ ൅
ۖە
۔
ۖۓ010
0
0
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܯ௬஺ ൅
ۖە
۔
ۖۓ010
0
0
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܯ௭஺ 
(7.95) 
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e) Variáveis primárias: as variáveis primárias são os torques 
dos  atuadores.  Como  o  manipulador  apresenta 
redundância  cinemática,  a  força  LA  é  dependente  dos 
torques  nas  juntas  e  entra  como  variável  secundária  no 
equacionamento estático; 
f) Variáveis  secundárias:  as  variáveis  secundárias  de 
interesse são Fx, Fy, Mz e FA. Da equação de equilíbrio (7.96) 
obtém‐se  o  valor  de  todas  as  variáveis  secundárias  a 
partir das variáveis primárias 
ሾ߰௦ሿସଶ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃସଶ,ସଶ ൣܣመே௣൧ସଶ,଺
ۖە
۔
ۖۓ߬஻߬஼߬஽߬ா߬ி߬ீۙۖ
ۘ
ۖۗ
 
(7.96) 
 
ETAPA 4 
a) Posição  e  orientação  do  EF:  a matriz  de  transformação 
homogênea  T  define  a  posição  e  orientação  reais  do 
manipulador  em  função  das  coordenadas  das  juntas. 
Pode ser obtida por qualquer um dos métodos existentes 
na literatura (TSAI, 1999). 
 
ETAPA 5 
a) Erro  geométrico:  a matriz de  transformação  homogênea 
Tdes  que  define  a  posição  e  orientação  desejadas  do 
efetuador  é  constante.  A  matriz  de  transformação 
homogênea T que define a posição e orientação  reais  foi 
definida na etapa 4. A partir destas duas matrizes obtêm‐
se  o  erro  de  posição  epos  e  o  erro  de  orientação  eor 
൅
ۖە
۔
ۖۓ000
1
0
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ௫஺ ൅
ۖە
۔
ۖۓ000
0
1
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ஺ ൅
ۖە
۔
ۖۓ000
0
0
1ۙۖ
ۘ
ۖۗ
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utilizando‐se  as  equações  (6.1),  (6.2)  e  (6.3).  O  erro 
geométrico é definido por: 
݁௚ ൌ ݇ଵ݁௣௢௦ ൅ ݇ଶ݁௢௥   (7.97) 
Para as constantes k1 e k2 adotou‐se o valor 1. 
b) Erro geométrico simplificado: não se aplica. 
 
ETAPA 6 
a) Variáveis  de  decisão:  as  variáveis  de  decisão  são  os 
torques τB, τC, τD, τE, τF e τG dos atuadores e as posições LA, 
θB, θC, θD, θE, θF e θG das juntas; 
b) Espaço de busca: os  torques dos atuadores são  limitados 
pelas  características  construtivas  do  manipulador.  O 
limite de deslocamento da  junta prismática depende do 
comprimento  do  trilho  utilizado,  que  pode  variar  de 
acordo  com  a  tarefa  a  ser  executada. Os  deslocamentos 
angulares  possíveis  dependem  da  geometria  do 
manipulador.  O  espaço  de  busca  para  o  problema  em 
estudo é: 
0,25 m ൏ ܮ஺ ൏ 0,35 m
െߨ rad ൏ ߠ஻ ൏ ߨ rad
– ߨ rad ൏ ߠ஼ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠ஽ ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠா ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠி ൏ ߨ rad
െߨ rad ൏ ߠீ ൏ ߨ radെ10 Nm ൏ ߬஻ ൏ 10 Nmെ10 Nm ൏ ߬஼ ൏ 10 Nmെ8 Nm ൏ ߬஽ ൏ 8 Nmെ4 Nm ൏ ߬ா ൏ 4 Nmെ4 Nm ൏ ߬ி ൏ 4 Nmെ4 Nm ൏ ߬ீ ൏ 4 Nm
 
(7.98) 
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ETAPA 7 
a) Restrições  de  forças  e momentos:  as  cinco  equações  de 
restrição  de  força  são  obtidas  da  equação  (7.96).  São 
expressas por: 
ܨ௬ ൌ 0
ܨ௭ ൌ 0ܯ௫ ൌ 0ܯ௬ ൌ 0
ܯ௭ ൌ 0
 
(7.99) 
b) Restrições de  atuação:  como  a  força da  junta prismática 
não  é  variável  de  decisão,  deve  ser  tratada  como  uma 
restrição  que  penaliza  a  função  objetivo. A  restrição  de 
atuação é: 
|ܨ஺| ൏ 70 N  (7.100) 
 
ETAPA 8 
a) Parcela principal: a parcela principal da função objetivo é: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| se ܨ௫ ൐ 0 N 
(7.101) 
Se a força é negativa, penaliza‐se a função objetivo por: 
௣݂ ൌ 1|ܨ௫| െ 100ܨ௫ se ܨ௫ ൏ 0 N 
(7.102) 
b) Parcela  geométrica:  a  parcela  geométrica  da  função 
objetivo é: 
௚݂௘௢ ൌ ݁௚   (7.103) 
c) Parcela de força: a parcela de força da função objetivo é: 
௙݂௢௥ ൌ ݇ଷ൫หܨ௬ห ൅ |ܨ௭|൯ ൅ ݇ସ൫|ܯ௫| ൅ หܯ௬ห ൅ |ܯ௭|൯  (7.104) 
Para as constantes k3 e k4 adotou‐se o valor 1. 
d) Parcela  de  atuação:  a  parcela  de  atuação  da  função 
objetivo  só  existe quando o  atuador da  junta prismática 
atinge seu  limite. Penaliza a função objetivo principal na 
forma: 
௔݂௧௨௔ ൌ |ܨ஺| se   |ܨ஺| ൐ 70 N  (7.105) 
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e) Pesos:  para  ponderar  a  contribuição  de  cada  uma  das 
parcelas,  utilizou‐se  na  primeira  metade  das  gerações 
P1=50,  P2=100,  P3=5  e  P4=10.    Na  segunda  metade  das 
gerações  utilizou‐se  P1=0,0001,  P2=100,  P3=0,0001  e 
P4=0,005.   Com esta abordagem, a otimização geométrica 
é  priorizada  no  final  do  processo,  garantindo  o 
fechamento da cadeia.  
f) Função completa: a função objetivo completa na primeira 
metade das gerações é: 
௢݂௕௝ ൌ 50 ௣݂ ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 5 ௙݂௢௥ ൅ 10 ௔݂௧௨௔   (7.106) 
Na segunda metade das gerações, a função objetivo é: 
௢݂௕௝ ൌ 0,0001 ௣݂ ൅ 100 ௚݂௘௢ ൅ 0,0001 ௙݂௢௥ ൅ 0,005 ௔݂௧௨௔   (7.107) 
 
ETAPA 9 
Com base nos  resultados dos  testes de simulação apresenta‐
dos na Seção 7.4, são utilizados: 
a) Tamanho da população: N=40; 
b) Fator  de  escala:  Fs  com  decaimento  linear  ao  longo  das 
gerações, iniciando em 0,6 e reduzindo até o valor 0,4; 
c) Fator de recombinação: CR=0,9. 
 
ETAPA 10 
Com base nos  resultados dos  testes de simulação apresenta‐
dos na Seção 7.4, é utilizado: 
a) Estratégia de ED: ED/rand/1/exp. 
 
ETAPA 11 
a) Número de gerações: G=1500. 
 
ETAPA 12 
O melhor fitness encontrado foi 5,5602e‐6, correspondente a 
uma capacidade de  força Fx de 17,98 N. A Tabela 7.18 mostra os 
valores das variáveis de decisão obtidas no melhor fitness.  
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Tabela 7.18: Valores das variáveis de decisão do Roboturb  espacial no 
melhor fitness 
variáveis de  valores 
decisão   
LA – deslocamento da junta A  ‐0,255841436766456 m 
θB – ângulo da junta B  ‐0,000000372977172 rad 
θC – ângulo da junta C   1,049372617186499 rad 
θD – ângulo da junta D   0,352063488418462 rad 
θE – ângulo da junta E   3,141591606953095 rad 
θF – ângulo da junta F   1,401436800409113 rad 
θG – ângulo da junta G   3,141592477154664 rad 
τB – torque da junta B  1,601023409288864 Nm 
τC – torque da junta C ‐9,998638541296238 Nm 
τD – torque da junta D ‐5,319283571354330 Nm 
τE – torque da junta E ‐0,000060273911129 Nm 
τF – torque da junta F  0,000002343711516 Nm 
τG – torque da junta G  0,000011544989554 Nm 
 
A linha de ação da força de contato Fx intercepta o ponto que de‐
fine o centro do punho esférico, logo os torques nas juntas E, F e 
G são nulos. Apenas o atuador da  junta C é  levado à saturação. 
Devido à direção definida para a força de contato, a força na junta 
prismática é nula. 
A Figura 7.18 mostra a vista  superior do modelo  espacial 
do Roboturb na configuração em que o melhor fitness foi obtido, 
com  as  coordenadas  fornecidas  em  milímetros.  A  Figura  7.19 
mostra uma visão  tridimensional do Roboturb na melhor  confi‐
guração obtida. 
O ponto de contato XPdes=0,4 m e YPdes=0,3 m foi definido no 
flange do manipulador. As dimensões da  ferramenta podem ser 
incluídas na  formulação do problema através de uma matriz de 
transformação homogênea que define um novo ponto de contato.  
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Figura 7.18:  Melhor configuração do Roboturb espacial na determinação 
da capacidade de força 
 
 
Figura 7.19:  Visão tridimensional do Roboturb espacial  na melhor con‐
figuração obtida para determinação da capacidade de força 
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7.2.8 Análise dos resultados do Roboturb 
 
 
A metodologia apresentada resolveu de maneira satisfató‐
ria os problemas de otimização da capacidade de força do Robo‐
turb plano e espacial. Foi comprovado que a inclusão de diferen‐
tes ações de contato e a redundância cinemática podem ser utili‐
zadas de  forma eficiente para aumentar em até 70% sua capaci‐
dade de força. Devido à complexidade dos problemas estudados, 
houve necessidade de utilizar duas funções objetivos, uma para a 
primeira metade das gerações, dando mais  ênfase à  capacidade 
de força, e a segunda na segunda metade das gerações, garantin‐
do o fechamento da cadeia e a obtenção de uma solução geome‐
tricamente  possível.  Foi  verificado  também  que  a  utilização  de 
conhecimentos  sobre  a  cinemática  inversa  de  posição  facilita  a 
convergência  e  reduz  o  tempo  de  processamento  do  algoritmo 
significativamente. Conclusões  específicas  sobre  a  possibilidade 
de utilização do Roboturb na tarefa de esmerilhamento são apre‐
sentadas no Capítulo 8.  
 
 
7.3 CAPACIDADE DE FORÇA AO LONGO DE UMA 
TRAJETÓRIA PARA O MANIPULADOR PRRR 
(ROBOTURB PLANO) 
 
 
Neste estudo de caso, o objetivo é determinar a capacidade 
de força ao longo de uma trajetória do manipulador PRRR (Robo‐
turb plano). A tarefa consiste em aplicar uma força na direção x, 
ao longo de uma trajetória definida pela coordenada XPdes=0,7 m e 
pela coordenada YPdes variando no intervalo [0,1 , 0,5] m. A orien‐
tação θPdes do efetuador é constante e igual a 0 rad em toda a traje‐
tória. A  velocidade desejada de deslocamento  é de  0,01 m/s. A 
trajetória  desejada  é  gerada  considerando‐se  uma  distância  de 
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0,005 m entre dois pontos consecutivos. Logo, o tempo de deslo‐
camento entre dois pontos consecutivos é de 0,5 s 
A  velocidade  máxima  de  cada  uma  das  juntas  (SIMAS; 
GUENTHER,  2000)  e  o deslocamento máximo possível de  cada 
junta  entre  dois  pontos  consecutivos  são mostrados  na  Tabela 
7.19.  
 
Tabela 7.19: Velocidade das juntas do manipulador PRRR (Roboturb 
plano) 
identificação  velocidade  deslocamento  
da junta  máxima  máximo em 0.5 s 
junta prismática A   0,2 m/s  0,1 m 
junta rotativa B  4 rad/s   2,0 rad 
junta rotativa C   5 rad/s   2,5 rad 
junta rotativa D  5 rad/s   2,5 rad 
 
Escolhendo‐se  inicialmente  a  configuração  cotovelo  para 
cima (‐π rad < θC  < 0 rad), determina‐se da capacidade de força no 
ponto  inicial da trajetória definido pelas coordenadas XPdes=0,4 m 
e  YPdes=0,1  m.  No  ponto  seguinte,  a  capacidade  força  é 
determinada com o manipulador na mesma configuração e com 
os  deslocamentos  de  cada  uma  das  juntas  restritos  ao  seus 
deslocamentos  máximos  possíveis.  Calcula‐se  a  seguir  a 
capacidade de força para todos os pontos da trajetória e repete‐se 
o  procedimento  com  o  manipulador  na  configuração  cotovelo 
para baixo (0 rad <θC < π rad).   
A capacidade de força obtida para cada uma das configura‐
ções ao longo da trajetória desejada é mostrada na Figura 7.20. Na 
configuração cotovelo para cima  (‐π rad < θC   < 0 rad), a mínima 
capacidade de força máxima ocorre na coordenada YPdes=0,145 m, 
atingindo o valor de 30,96 N. Na configuração cotovelo para bai‐
xo  (0 rad <θC < π rad), a mínima capacidade de  força máxima o‐
corre na coordenada YPdes=0,365 m, atingindo o valor de 27,32 N. 
A capacidade de força máxima é aproximadamente a mesma nos 
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dois casos, mas não é uma informação decisiva na determinação 
da capacidade de força ao longo da trajetória.  
 
Figura  7.20:    Capacidade  de  força  do  manipulador  PRRR  (Roboturb 
plano) ao longo de uma trajetória nos dois modos de trabalho 
 
Em primeira análise, a configuração cotovelo para cima (‐π 
rad < θC  < 0 rad) possui uma maior FTraj, pois permite aplicar uma 
força constante e igual a 30,96 N ao longo de todos os pontos da 
trajetória,  valor  superior  aos  27,32  N  obtidos  na  configuração 
cotovelo para baixo (0 rad <θC < π rad). Mas no planejamento da 
trajetória,  os  deslocamentos  e  as  velocidades  de  cada  uma  das 
juntas em cada uma das posições consecutivas também precisam 
ser analisados. As Figuras 7.21 e 7.22 mostram as coordenadas de 
cada uma das  juntas ao  longo da  trajetória nas duas  configura‐
ções possíveis.  
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Figura 7.21:   Coordenadas das  juntas do manipulador PRRR (Roboturb 
plano) ao longo de uma trajetória na configuração cotovelo para cima 
 
 
Figura 7.22:   Coordenadas das  juntas do manipulador PRRR (Roboturb 
plano) ao longo de uma trajetória na configuração cotovelo para baixo 
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Na configuração cotovelo para cima (‐π rad < θC   < 0 rad) é 
possível  identificar  uma  significativa  variação  de  deslocamento 
nas juntas quando o manipulador desloca‐se da posição YPdes=0,14 
m  para  a  posição  YPdes=0,145  m.  É  um  ponto  crítico  no 
planejamento da trajetória e as velocidades médias das  juntas A, 
B, C e D durante este deslocamento são respectivamente ‐0,5 m/s, 
1,7 rad/s, 1,7 rad/s e ‐2,1 rad/s.  
Na configuração cotovelo para baixo (0 rad < θC < π rad), os 
deslocamentos mais  significativos nas  juntas ocorrem quando o 
manipulador desloca‐se da posição YPdes=0,275 m para a posição 
YPdes=0,28 m e da posição YPdes=0,37 m para a posição YPdes=0,375 
m.  As  velocidades  médias  das  juntas  A,  B,  C  e  D  durante  o 
primeiro deslocamento são respectivamente  ‐0,5 m/s, 1,8 rad/s,  ‐
1,7 rad/s e ‐0,12 rad/s. As velocidades médias das juntas A, B, C e 
D durante o segundo deslocamento são respectivamente 0,5 m/s, 
‐0,9 rad/s, ‐1,9 rad/s e –1,0 rad/s. 
Em  nenhum  destes  deslocamentos  críticos  as  velocidades 
máximas estabelecidas na Tabela 7.19 são extrapoladas. Portanto, 
as trajetórias determinadas para as duas configurações podem ser 
executadas. Este resultado é esperado, uma vez que o espaço de 
busca  entre dois pontos  consecutivos  foi  restringido  justamente 
para atender a estes limites de velocidade das juntas.  
Os torques e forças dos atuadores ao longo da trajetória nas 
configurações cotovelo para cima (‐π rad < θC   < 0 rad) e cotovelo 
para baixo  (0 rad < θC < π rad) são mostrados nas Figuras 7.23 e 
7.24 respectivamente.  
Na configuração cotovelo para cima  (‐π  rad < θC   < 0  rad), 
três regiões de saturação podem ser identificadas, conforme mos‐
trado na Figura  7.23.  
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Figura 7.23:  Torques e forças nos atuadores do manipulador PRRR (Ro‐
boturb plano) ao longo de uma trajetória na configuração cotovelo para 
cima 
 
Na  região S1,  apenas o atuador da  junta C  está  saturado. 
Na região S2, os atuadores das  juntas B e C estão saturados. Na 
região S3, apenas o atuador da  junta B está saturado. A  junta A 
não é saturada em nenhuma posição e o torque na junta D é nulo 
em todas as posições. 
Na  configuração  cotovelo para  baixo  (0  rad  <  θC  < π  rad), duas 
regiões de saturação podem ser identificadas, conforme mostrado 
na Figura 7.24. Na região S1, os atuadores das  juntas B e C estão 
saturados. Na região S2, apenas o atuador da junta C está satura‐
do. A junta A não é saturada em nenhuma posição e o torque na 
junta D é nulo em todas as posições. 
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Figura 7.24:  Torques e forças nos atuadores do manipulador PRRR (Ro‐
boturb plano) ao longo de uma trajetória na configuração cotovelo para 
baixo 
 
Com base na análise da capacidade de  força e das veloci‐
dades conclui‐se que no caso em estudo, a configuração cotovelo 
para  cima  (‐π  rad  < θC    <  0  rad)  apresenta maior  capacidade de 
força ao  longo da  trajetória especificada, com uma FTraj=30,96 N. 
No planejamento da trajetória com aplicação de força no meio, as 
velocidades,  torques e posições obtidos no processo de otimiza‐
ção são os valores desejados, enviados ao controlador na execu‐
ção da tarefa.  Os deslocamentos críticos que ocorrem ao longo da 
trajetória  podem  representar  variações  bruscas  de  velocidade  e 
aceleração das  juntas prejudiciais ao manipulador. Como suges‐
tão de trabalhos futuros, a trajetória nestes deslocamentos críticos 
pode ser suavizada (CRUZ, 2007), mantendo os valores de acele‐
ração e velocidades das juntas compatíveis com as características 
do manipulador real.  
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-10
0
10
20
30
40
50
60
YPdes(m)
C
oo
rd
en
ad
as
 da
s ju
nt
as
 
 
FA(N)
B(Nm)
C(Nm)
D(Nm)
Região S1
(junta B e C
saturadas)
Região S2
(junta C
saturada)
250   7 Estudos de casos 
 
7.4 TESTES DE SIMULAÇÃO 
 
 
Os testes de simulação previstos na etapa 13 da metodolo‐
gia proposta  são  realizados apenas para o  estudo de  caso apre‐
sentado na Seção 7.1.1, onde o objetivo é determinar o modo de 
trabalho  em que o manipulador  3‐RRR  apresenta maior  capaci‐
dade de  força. Este estudo de  caso  foi escolhido pois o mínimo 
global é conhecido, facilitando a análise dos resultados encontra‐
dos. 
Justifica‐se a necessidade destes  testes porque não existem 
na literatura referências sobre a escolha da estratégia de ED e dos 
parâmetros de controle no problema de otimização da capacidade 
de força de manipuladores. A análise dos resultados obtidos e a 
determinação da estratégia e dos parâmetros de controle para o 
problema de otimização de  força constituem uma das contribui‐
ções originais desta tese.  
No procedimento de  teste  adotado,  são  rodadas  trinta  si‐
mulações para cada uma das combinações possíveis de parâme‐
tros  e de  estratégias, utilizando  a mesma  semente para geração 
aleatória dos números, de  forma que  as populações  iniciais  são 
iguais para todas as combinações testadas. Seguindo os passos da 
etapa 13 da metodologia proposta, define‐se:  
a) Pesos  da  função  objetivo:  os  pesos  adotados,  obtidos  a 
partir  de  testes  de  simulação,  foram  adequados  para 
garantir a convergência do algoritmo. Portanto, não serão 
testados  pesos  diferentes  para  cada  parcela  da  função 
objetivo; 
b) Parâmetros  de  controle:  como  uma  população  de  30 
indivíduos mostrou‐se suficiente para obter convergência 
do  algoritmo,  este  número  é  mantido  nos  testes.  São 
testados 5 valores diferentes de Fs, conforme mostrado na 
Tabela 7.20. 
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Tabela 7.20: Valores testados de Fs 
Número  Valor testado 
1  0,4 
2  0,6 
3  0,8 
4  igual a 0,8 na primeira metade das gerações e aleatório no 
intervalo [0,4 , 0,8] na segunda metade das gerações 
5  decaimento linear ao longo das gerações, iniciando em 0,6 
e reduzindo até 0,4 
 
São testados 4 valores diferentes de CR (Tabela 7.21): 
 
Tabela 7.21: Valores testados de CR 
Número  Valor testado 
1  0,1 
2  0,5 
3  0,9 
4  aleatório no intervalo [0,4 , 0,6] 
 
c) Variantes da ED:  são  testadas  as  10  estratégias  clássicas 
da ED, conforme Tabela 7.22. 
 
Tabela 7.22: Estratégias testadas 
Número  Estratégia 
1  best/1/exp 
2  rand/1/exp 
3  rand‐to‐best/1/exp 
4  best/2/exp 
5  rand/2/exp 
6  best/1/bin 
7  rand/1/bin 
8  rand‐to‐best/1/bin 
9  best/2/bin 
10  rand/2/bin 
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d) Critério de parada: é mantido em 1000 gerações em todos 
os testes. 
 
O número total de combinações testadas é 200. Com trinta 
rodadas para cada combinação de parâmetros, o número total de 
testes é 6000.  A Tabela 7.23 mostra os resultados de vinte combi‐
nações com bom desempenho. O fator de escala, a recombinação 
e a estratégia são  identificados através das numerações apresen‐
tadas nas Tabelas 7.20, 7.21 e 7.22.   
 
Tabela 7.23: Resultados obtidos com diferentes combinações de parâme‐
tros na determinação da capacidade de força do manipulador 3‐RRR 
Fs  CR  Estratégia A  B  C  C1  D D1 
1  1  10  2,152336 2,438562  30 100% 17 56,7%
1  3  7  2,152336 2,391626  30 100% 18 60% 
1  4  2  2,152336 2,344701  30 100% 16 53,3%
5  3  2  2,152336 2,336561  30 100% 18 60% 
1  3   2  2,152336 2,560109  29 96,7% 19 63,3%
1  4   7  2,152336 2,445394  29 96,7% 15 50% 
4  1   2  2,152336 2,576659  29 96,7% 19 63,3%
4  1   7  2,152342  2,617446  29 96,7% 19 63,3%
5  3   4  2,152336 2,821293  29 96,7% 11 36,7%
5  4   2  2,152336 2,304091  29 96,7% 20 66,7%
2  3   2  2,152338  2,270958  28 93,3% 22 73,3%
3  3   2  2,152338  2,270958  28 93,3% 22 73,3%
5  1   2  2,152336 3,096318  28 93,3% 13 43,3%
1  1  2  2,152336 2,843049  27 90%  11 36,7%
1  1  7  2,152336 3,099665  27 90%  6  20% 
2  4  2  2,152336 2,426268  27 90%  14 46,7%
3  4  2  2,152336 2,426268  27 90%  14 46,7%
4  3  3  2,152336 3,091782  27 90%  7  23,3%
5  3  7  2,152336 2,438842  27 90%  13 43,3%
5  4  3  2,152336 2,885852  27 90%  6  20% 
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Para cada combinação de parâmetros, a coluna A mostra o 
valor mínimo  do  fitness  encontrado,  a  coluna  B mostra  o  valor 
médio do  fitness dos melhores  indivíduos, a  coluna C mostra o 
número de  testes que  apresentaram  convergência geométrica,  a 
coluna C1 mostra o percentual de  testes que apresentaram  con‐
vergência geométrica, a coluna D mostra o número de testes que 
convergiram para o mínimo global e a coluna D1 mostra o per‐
centual de testes que convergiram para o mínimo global.  Os me‐
lhores valores são destacados em negrito na Tabela 7.23. 
O melhor  fitness  foi  obtido  com  quase  todas  as  combina‐
ções. Nas combinações em que o melhor fitness não foi alcançado, 
o valor obtido está muito próximo, apresentando diferença ape‐
nas na quinta casa decimal. Conclui‐se que todas as combinações 
listadas na Tabela 7.23 atingiram o mínimo global em pelo menos 
um dos trinta testes.  
Outro  aspecto  analisado  é  a  convergência  geométrica.  A 
convergência geométrica é  condição necessária e  suficiente para 
que  a  solução  obtida  forneça  posições  das  juntas  possíveis  de 
serem  alcançadas  pelo manipulador,  com  uma  tolerância  de  ± 
0,001 mm no erro geométrico. As soluções em que a convergência 
geométrica não foi alcançada podem ser descartadas pois não são 
fisicamente possíveis. As vinte combinações mostradas na Tabela 
7.23 apresentaram convergência geométrica em pelo menos vinte 
sete dos  trinta  testes  realizados,  sendo que em quatro combina‐
ções a convergência ocorreu em 100% dos  testes. A não conver‐
gência geométrica em alguns testes podes ser explicada por dois 
motivos: a parcela de força da função objetivo foi dominante em 
relação  à  parcela  geométrica  e  o  algoritmo  ficou  preso  em  um 
mínimo  local ou a convergência do algoritmo  foi  lenta e  seriam 
necessárias mais de 1000 gerações para que os  critérios de  con‐
vergência geométrica fossem atendidos.  
 O valor médio do fitness dos melhores indivíduos de cada 
teste fornece um indicativo da robustez do algoritmo em conver‐
gir para o mínimo global. Em um algoritmo robusto, o valor mé‐
dio  tende a ser próximo do melhor  fitness encontrado. Como no 
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caso em estudo o mínimo global é conhecido, a verificação pode 
ser  feita de  forma direta pela análise dos dados da coluna D da 
Tabela 7.23. As duas combinações de parâmetros que apresenta‐
ram melhor média de fitness apresentaram também maior núme‐
ro de testes que convergiram para o mínimo global. Esta relação 
nem sempre é direta, pois a existência de múltiplos mínimos  lo‐
cais com valores de fitness distintos pode gerar discrepâncias en‐
tre o valor médio do fitness e o percentual de convergência para o 
mínimo global. Em geral, o mínimo global não  é  conhecido  e o 
valor médio do fitness é uma informação importante para avaliar 
a robustez de determinado algoritmo.  
Tanto a convergência geométrica como a robustez, no que 
tange a alcançar o mínimo global, são fatores importantes na de‐
terminação  de  uma  combinação  de  parâmetros  que  apresente 
resultados satisfatórios para o problema de otimização em estu‐
do. Como nenhuma combinação apresentou o melhor desempe‐
nho nestes dois critérios, não existe uma regra que defina qual a 
melhor. O  objetivo  é  encontrar  uma  combinação  que  apresenta 
um bom compromisso entre estes dois critérios. Para tanto, uma 
análise da quantidade de vezes que cada parâmetro aparece nas 
vinte combinações com bom desempenho escolhidas pode forne‐
cer informações complementares úteis. 
Nas vinte combinações apresentadas, as estratégias que a‐
pareceram  com  mais  frequência  foram  a  2  (rand/1/exp)  e  a  7 
(rand/1/bin). Das seis combinações com maior número de conver‐
gências para o mínimo global, cinco utilizam a estratégia 2 e uma 
utiliza  a  estratégia  7.  Das  dez  combinações  que  apresentaram 
convergência geométrica em pelos menos 29 dos 30  testes, cinco 
utilizam a estratégia 2 e três utilizam a estratégia 7.  
O  fator de escala não apresentou uma  tendência  tão clara. 
Nas vinte combinações, Fs=0,1 e Fs com decaimento  linear apare‐
ceram de  forma mais  frequente. Das dez combinações que apre‐
sentaram  convergência  geométrica  em  pelos  menos  29  dos  30 
testes, seis utilizam Fs=0,1 e três utilizam Fs com decaimento line‐
ar. Nas  seis  combinações  com maior  número  de  convergências 
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para o mínimo global, Fs  =0,1 apareceu duas vezes  e os demais 
valores apareceram uma vez. 
O fator de recombinação não apresentou nenhuma tendên‐
cia.  Valores  de  CR=0,1,  CR=0,9  e  CR  randômico  apareceram  em 
número  parecido  nas  combinações  com  bom  desempenho.  Os 
resultados deixam claro apenas que CR=0,5 não é uma boa escolha 
pois não apareceu em nenhuma combinação bem avaliada.  
O objetivo desta análise individual dos parâmetros é elimi‐
nar  combinações  cujos  parâmetros  aparecem  de  forma  isolada 
nas melhores combinações e direcionar a escolha para as combi‐
nações  cujos  parâmetros  aparecem  com  maior  frequência  nas 
melhores combinações. Como as populações  iniciais são geradas 
de forma aleatória, é possível que o bom desempenho apresenta‐
do por uma combinação particular não seja repetido com outras 
populações iniciais. Os parâmetros que aparecem com maior fre‐
quência nas melhores  combinações  tendem  a  ser mais  robustos 
quanto à influência da população inicial na convergência do algo‐
ritmo e quanto a variações na função objetivo e nas variáveis de 
decisão de cada problema particular em estudo. 
Quatro  combinações  testadas  que  apresentaram  bom  de‐
sempenho tanto no critério de convergência geométrica como no 
critério de convergência para o mínimo global e cujos parâmetros 
apareceram de  forma  frequentes nas demais  soluções  com bom 
desempenho  são mostradas na Tabela  7.24. Os desempenhos al‐
cançados por estas quatro combinações são bastante parecidos e 
não  se pode  afirmar  que  existe uma  superioridade de uma  em 
relação às outras. 
 
Tabela 7.24: Resultados das quatro melhores combinações de parâmetros 
na determinação da capacidade de força do manipulador 3‐RRR 
F  CR  Estratégia A  B  C  C1  D D1 
5  3  2  2,152336 2,336561  30 100% 18 60% 
1  3   2  2,152336 2,560109  29 96,7% 19 63,3% 
5  4   2  2,152336 2,304091  29 96,7% 20 66,7% 
3  3   2  2,152338  2,270958 28 93,3% 22 73,3% 
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Não é possível afirmar que as combinações com melhor de‐
sempenho  para  este  estudo  de  caso  são  efetivas  para  todos  os 
problemas de otimização de capacidade de força de manipulado‐
res. Mas fornecem uma escolha inicial adequada e, apresentando 
desempenho  satisfatório,  evitam  a necessidade de  realizarem‐se 
testes numéricos exaustivos para cada novo estudo de caso. Com 
exceção do estudo de caso apresentado na Seção 7.1.1, para todos 
os demais estudos de caso é utilizada a combinação mostrada na 
primeira  linha da Tabela 7.24, onde Fs possui decaimento  linear, 
CR é igual a 0,9 e a estratégia de ED utilizada é a 2. Se o desempe‐
nho do algoritmo com estes parâmetros não  for satisfatório, ou‐
tras combinações que apresentaram bom  resultado neste estudo 
de caso específico podem ser testadas antes da realização de no‐
vos testes de simulação. 
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O objetivo principal da metodologia proposta nesta tese é a 
otimização da capacidade de força‐momento de robôs manipula‐
dores  seriais  e  paralelos  em  contato  com  o meio,  em  situações 
estáticas  ou  quase‐estáticas.   O  estudo  da  capacidade  de  força‐
momento  ao  longo  de  uma  trajetória  também  é  objetivo  deste 
trabalho. É o primeiro  trabalho do grupo de Robótica da UFSC 
sobre o assunto, sedimentando os conhecimentos sobre a mode‐
lagem estática de manipuladores através do método de Davies e 
abrindo possibilidades para novas linhas de pesquisa. 
Diferentemente  das  abordagens  existentes  na  literatura,  a 
metodologia proposta é  inovadora pois considera a presença  si‐
multânea de  redundância cinemática e de  redundância de atua‐
ção, otimizando a configuração dos manipuladores e a distribui‐
ção de ações nos atuadores na obtenção da capacidade de força‐
momento. E, no processo de otimização, a postura (posição e ori‐
entação) e o modo de trabalho do manipulador podem ser variá‐
veis,  condições não permitidas nas outras  técnicas  existentes. A 
otimização  de  força  ao  longo  de  uma  trajetória  também  não  é 
discutida nas abordagens existentes. 
Além disso, não  existem  restrições quanto à natureza das 
ações de contato com o meio. Forças e momentos de contato po‐
dem assumir  tanto valores especificados como podem ser  livres, 
de acordo com as condições impostas pela tarefa a ser executada. 
Na formulação do problema de otimização, a teoria dos he‐
licoides e a análise estática pelo método de Davies são as princi‐
pais ferramentas utilizadas. O método de Davies permite a inclu‐
são  de  forças  externas  adicionais  de  forma  sistemática  e  sem  a 
necessidade de manipular, através de um processo de substitui‐
ção, as equações de equilíbrio. A inclusão de elos e juntas adicio‐
nais também é realizada de forma sistemática com a utilização do 
método de Davies. No método de Davies, as variáveis secundá‐
rias  de  interesse  podem  ser  escritas  em  função  das  primárias, 
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separando‐se  convenientemente  as  colunas  da matriz  de  ações 
unitárias de  rede. A  validação dos modelos  estáticos utilizados 
neste trabalho é realizada através de comparação com resultados 
existentes na literatura. No desenvolvimento de novos modelos, é 
conveniente  utilizar  algum  software  de  simulação  estática  para 
validá‐los. 
Na solução do problema da capacidade de força‐momento 
dos manipuladores, é utilizado um algoritmo evolutivo de otimi‐
zação global. A Evolução Diferencial foi escolhida por sua simpli‐
cidade e efetividade na solução de problemas descritos por equa‐
ções não‐lineares e não‐convexas. A ED possui 3 parâmetros de 
controle  e, no processo de otimização, o  indivíduo  com melhor 
fitness é aquele que apresenta menor função objetivo. Como todas 
as  técnicas heurísticas, a ED não garante a  convergência para o 
mínimo  global,  mas  permite  que  problemas  complexos  sejam 
resolvidos, o que nem sempre é possível com a utilização de téc‐
nicas exatas de otimização. 
A  função objetivo proposta nesta  tese é composta de uma 
parcela de força, uma parcela geométrica e por parcelas de pena‐
lização. A contribuição de cada uma das parcelas no valor  final 
obtido  é  ponderada  através  de  valores  escalares  que  tornam  a 
função objetivo adimensional. Testes de simulação forma realiza‐
dos para obter ponderações adequadas de cada parcela. 
A parcela de força é a parcela principal, representando efe‐
tivamente o objetivo a ser alcançado. A parcela geométrica garan‐
te que as soluções encontradas são fisicamente realizáveis, levan‐
do o manipulador a configurações possíveis de serem alcançadas. 
Com a utilização do conceito de erro geométrico na função obje‐
tivo,  a  otimização da  capacidade de  força‐momento  é  realizada 
sem a necessidade de determinar as equações da  cinemática  in‐
versa  de  posição.    Esta  abordagem  permite  que  o método  seja 
aplicado a manipuladores em que a cinemática  inversa de posi‐
ção  não  apresenta  equações  fechadas,  como,  por  exemplo,  nos 
robôs com redundância cinemática. 
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E também não há a necessidade de resolver a redundância 
de atuação através da utilização da matriz pseudo‐inversa ou de 
outro  método  qualquer  existente  na  literatura.  A  distribuição 
otimizada de  forças e  torques nos atuadores ocorre ao  longo do 
processo  e  os  torques  limites  são  definidos  pelas  variáveis  de 
decisão. 
A metodologia desenvolvida é aplicada no estudo da capa‐
cidade de força do manipulador 3‐RRR e do Roboturb. Como os 
parâmetros de controle da ED dependem da aplicação em que o 
algoritmo é utilizado, não existem valores  ideais disponíveis na 
literatura para o problema de otimização da capacidade de força 
de manipuladores. Parâmetros de controle da ED adequados aos 
estudos de caso apresentados foram obtidos a partir de testes de 
simulação. 
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 Para  o manipulador  3‐RRR,  foram  apresentados  estudos 
de casos em diferentes configurações, posições e orientações, di‐
ferentes condições de aplicação de força e em variantes deste ma‐
nipulador com redundância cinemática e de atuação. Para efeitos 
comparativos, foram adotadas na análise do manipulador 3‐RRR 
as mesmas dimensões do Manipulador Planar Paralelo Reconfi‐
gurável, utilizado nos estudos de capacidade de  força‐momento 
realizados por Nokleby et al. (2005).  
A metodologia  proposta  apresentou  resultados  positivos, 
para este manipulador, convergindo para um mínimo em  todas 
as diferentes condições propostas. Os resultados obtidos mostram 
a  abrangência do método  e  a  influência de parâmetros  como  a 
configuração, a redundância cinemática e a redundância de atua‐
ção na determinação da capacidade de força de manipuladores. 
No entanto, alguns pontos permanecem em aberto na aná‐
lise da capacidade de força‐momento do manipulador 3‐RRR. 
260   8 Conclusões 
 
 Variações nos comprimentos dos elos e nas dimensões das 
plataformas móveis  e  fixas  na  determinação  da  capacidade  de 
força‐momento  de manipuladores  não  foram  consideradas. Na 
fase  de  projeto,  estas  informações  são  importantes  pois  podem 
servir como  ferramenta de auxílio na definição da geometria do 
manipulador a ser adotada. 
A  influência da assimetria das pernas do manipulador pa‐
ralelo na determinação da capacidade de força‐momento também 
não foi abordada. Com exceção do manipulador 3‐RPRR, onde a 
presença  da  junta  prismática  pode  conferir  uma  assimetria  ao 
manipulador, todos demais casos estudados consideram o mani‐
pulador  simétrico. A  opção  por  utilizar  apenas manipuladores 
simétricos está em sintonia com os estudos existentes na literatu‐
ra, onde, em geral, apenas os manipuladores simétricos são con‐
siderados. Mas não deve ser descartada hipótese de que, em al‐
gumas situações, a assimetria pode ser vantajosa no aumento da 
capacidade de força‐momento. 
 Uma análise comparativa dos custos envolvidos ao utilizar 
as  diferentes  estratégias  para  aumentar  a  capacidade  de  força‐
momento  também  não  foi  realizada.  No  manipulador  3‐RRR, 
apenas a otimização de força‐momento para diferentes modos de 
trabalho,  diferentes  posições  e  diferentes  orientações  pode  ser 
realizada sem custos adicionais. No projeto de manipuladores, é 
importante  saber qual  a maneira mais  econômica de  se  obter  a 
capacidade de força‐momento desejada. Tendo como referência o 
manipulador 3‐RRR, o aumento da capacidade de força‐momento 
pode ser obtido: 
 com a adição de um ou mais atuadores nas juntas exis‐
tentes, conferindo ao mecanismo redundância de atua‐
ção; 
 com  a  adição de uma perna  (com uma  junta  atuada), 
transformando‐o  em um mecanismo 4‐RRRR,  também 
com redundância de atuação; 
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 com  a  adição  de  elos  e  juntas,  que  podem  ser  tanto 
prismáticas  como  rotativas,  conferindo  ao mecanismo 
redundância cinemática; 
 aumentando o limite de torque ou força das juntas atu‐
adas existentes. 
 O aumento dos torques limites dos atuadores, a adição de 
atuadores e a adição de elos representam custos. Se o objetivo é 
exclusivamente  aumentar  a  capacidade  de  força‐momento  do 
manipulador,  pode  ser  criado  um  índice,  como  por  exemplo  a 
potência, que relacione a capacidade de força‐momento obtida no 
contato entre o efetuador e o meio com os torques e forças dispo‐
níveis em seus atuadores. Objetivamente, este índice pode forne‐
cer  indicativos  sobre  qual das  alternativas  é mais  vantajosa  em 
relação  à  otimização  da  capacidade  de  força‐momento.  Além 
disso,  pode  permitir  a  comparação  entre  soluções  que  utilizam 
diferentes  tipos de atuadores, como os  rotativos e prismáticos e 
servir  como  parâmetro  para  evitar  que  a  adição  de  atuadores 
redundantes  seja  feita  de  forma  exagerada. A  adição  de  elos  e 
juntas atuadas como forma de obter redundância cinemática e de 
atuação não tem como único objetivo aumentar a capacidade de 
força‐momento e os demais benefícios obtidos devem ser ponde‐
rados na escolha final da solução a ser empregada. 
  
 
8.2 CONCLUSÕES SOBRE O ROBOTURB 
 
 
No estudo do Roboturb, a capacidade de força foi obtida na 
presença de diferentes  ações de  contato,  considerando  a  redun‐
dância cinemática. A análise foi realizada  tanto para o Roboturb 
espacial  como para o Roboturb Plano  (PRRR). A otimização da 
força ao longo de uma trajetória também foi realizada com suces‐
so para o manipulador PRRR. 
Em  relação  ao  Roboturb  espacial,  as  informações  obtidas 
sobre a capacidade de força para realização da  tarefa de esmeri‐
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lhamento, prevista em etapa futura de desenvolvimento, servem 
como  uma  referência  inicial. Alguns  pontos  sobre  a  realização 
desta tarefa de esmerilhamento, como a ferramenta a ser utilizada 
e os esforços presentes no contato, ainda estão em aberto. Quan‐
do definidos estes pontos, novo estudo pode ser conduzido utili‐
zando a metodologia proposta, verificando se o projeto atual do 
Roboturb é apto a realizar esta tarefa ou se um novo desenvolvi‐
mento é necessário. 
 
 
8.3 CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHO DE TESE 
 
 
As contribuições originais desta tese, apresentadas ao longo 
do texto, podem ser resumidas nos tópicos listados a seguir: 
a) Desenvolvimento de metodologia para otimização de ca‐
pacidade de força‐momento de robôs manipuladores com 
redundância cinemática e de atuação; 
b) Desenvolvimento de metodologia para otimização da for‐
ça‐momento ao longo de uma trajetória; 
c) Obtenção de parâmetros de controle da ED aplicados ao 
problema de otimização de capacidade de força‐momento 
de robôs manipuladores; 
d) Definição de  função objetivo aplicada ao problema de o‐
timização de capacidade de força‐momento de robôs ma‐
nipuladores; 
e) Definição de índices de desempenho para manipuladores 
com redundância cinemática; 
f) Adaptação do método da Davies para obtenção do mode‐
lo  estático de  robôs manipuladores, direcionado ao pro‐
blema de otimização de capacidade de força‐momento. 
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8.4 ARTIGOS RELACIONADOS 
 
 
As informações obtidas e o conhecimento adquirido no de‐
senvolvimento  desta  tese  geraram  até  o  presente  momento  as 
seguintes publicações: 
a) Tipo de publicação: artigo em periódico; 
Nome do Periódico: Expert Systems with Applications; 
Título do artigo: Modified differential evolution approach 
for optimization of planar parallel manipulators force ca‐
pabilities; 
Data de submissão: 15/12/2010 
Situação: aguardando parecer do editor. 
b) Tipo de publicação: artigo em congresso; 
Nome do Congresso: COBEM 2011 – Congresso  Interna‐
cional de Engenharia Mecânica; 
Título do artigo: Optimization of kinematically redundant 
manipulators force capabilities using improved Harmonic 
Search; 
Situação: resumo aprovado, aguardando aprovação do ar‐
tigo completo. 
c) Tipo de publicação: artigo em congresso; 
Nome do Congresso: IFToMM 2011 – World Congress in 
Mechanism and Machine Science; 
Título do artigo: Force Capabilities of Kinematically Re‐
dundant Planar Parallel Manipulators; 
Situação: aprovado para apresentação e para constar nos 
anais do congresso. 
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8.5 TRABALHOS FUTUROS 
 
 
O  trabalho  realizado  abre  uma  perspectiva  para  diversos 
trabalhos  futuros no grupo de Robótica da UFSC,  listados a  se‐
guir: 
a) Incluir a rigidez e forças gravitacionais no modelo estático 
dos manipuladores; 
b) Criar  um  índice  que  relacione  a  capacidade  de  força‐
momento  obtida  no  efetuador  do manipulador  com  os 
torques e forças disponíveis em seus atuadores; 
c) Analisar outras técnicas de otimização global e comparar 
os resultados com os obtidos utilizando a ED; 
d) Utilizar técnicas de otimização multiobjetivo, otimizando 
simultaneamente a parcela geométrica e a parcela de for‐
ça da função objetivo; 
e) Incluir  técnicas  de  evitamento  de  colisão  e  as  restrições 
geométricas dos manipuladores na otimização de  forças 
ao longo de uma trajetória; 
f) Utilizar  técnicas  para  suavizar  as  trajetórias  obtidas  no 
processo de otimização de forças ao longo de uma trajetó‐
ria; 
g) Incluir efeitos dinâmicos no estudo da capacidade de for‐
ça‐momento de robôs; 
h) Aplicar  a metodologia  na  otimização  da  capacidade  de 
força‐momento  de  robôs  complexos,  como  os  humanoi‐
des; 
i) Otimizar a configuração de robôs humanoides para reali‐
zação de tarefas específicas; 
j) Utilizar  a metodologia  proposta  na  síntese  e  análise  do 
Roboturb, considerando as necessidades previstas na no‐
va etapa de desenvolvimento; 
k) Utilizar a metodologia proposta no projeto de  robôs, di‐
mensionando elos e atuadores de acordo com as necessi‐
dades impostas pelas tarefas à que são destinados. 
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APÊNDICE A – CINEMÁTICA DIFERENCIAL: 
ROBÔS SERIAIS E PARALELOS 
 
 
Neste  apêndice  é  apresentada  a  cinemática  diferencial  de 
robôs seriais e paralelos através do método de Davies, com o em‐
prego de cadeias virtuais. A cinemática diferencial de robôs com 
redundância  cinemática  e  a  utilização  da  pseudo‐inversa  para 
resolução  da  cinemática    diferencial  é  discutida.  A  cinemática 
diferencial dos robôs RRR e 3‐RRR é resolvida utilizando o méto‐
do de Davies. 
 
 
A.1 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DE ROBÔS SERIAIS E 
PARALELOS : MÉTODO DE DAVIES 
 
 
O método de Davies para o cálculo da cinemática diferen‐
cial de cadeias cinemáticas é baseado na teoria dos helicoides e na 
lei de Kirchhoff das malhas para circuitos elétricos, sendo por isso 
também  conhecido  como  método  de  Kirchhoff‐
Davies(DOURADO, 2005). Sendo em sua concepção básica utili‐
zado para  cadeias  cinemáticas  fechadas, o método  foi adaptado 
para o cálculo da cinemática diferencial de  robôs seriais através 
do fechamento da cadeia com a adição de cadeias virtuais. 
Em uma  cadeia  cinemática  fechada, a  lei da  circulação de 
Davies estabelece que a soma algébrica das velocidades relativas 
dos pares  cinemáticos  em uma  cadeia  fechada  é nula. O movi‐
mento de cada junta i pode ser representado por um heligiro $௜ெ e 
a lei de Davies pode ser escrita como uma soma algébrica de heli‐
giros: 
෍$௜ெ
௝
௜ୀଵ
ൌ 0 
(A.1) 
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onde  0  é um vetor nulo  com  a mesma dimensão dos heligiros. 
Utilizando  o  conceito  de  heligiro  normalizado,  as  equações  de 
restrição são: 
෍$෠௜ெ
௝
௜ୀଵ
߮௜ ൌ 0 
(A.2) 
De forma simples, a equação (A.2) estabelece que a veloci‐
dade de um elo de uma cadeia cinemática  fechada em relação a 
ele mesmo é zero. No entanto isto só é válido se todos os heligiros 
forem determinados em relação ao mesmo sistema de referências. 
Em geral este sistema de referência está localizado na base fixa do 
mecanismo, mas não é uma condição obrigatória. Pode estar loca‐
lizado em um elo qualquer ou em um ponto que não pertence ao 
mecanismo. 
Na  forma matricial, as  equações de  restrição  (A.2) podem 
ser escritas por: 
௥ܰ߮ ൌ 0 (A.3) 
onde Nr é a matriz de rede dos movimentos unitários que contém 
os heligiros normalizados e ϕ é o vetor com as magnitudes dos 
heligiros.  
Em uma cadeia cinemática fechada sem redundância de a‐
tuação,  o  número  de  portas  (juntas  atuadas  ou  juntas  ativas)  é 
igual  à mobilidade  do mecanismo.  Se  o movimento  das  juntas 
ativas (juntas primárias) é conhecido, pode‐se pelas equações de 
restrição  determinar  o  movimento  das  juntas  passivas  (juntas 
secundárias). A equação de  restrição  (A.3) pode ser  reescrita se‐
parando‐se o vetor das magnitudes em um vetor das magnitudes 
das  juntas primárias ϕp e um vetor das magnitudes secundárias 
ϕs na forma(CAMPOS, 2004): 
௣ܰ߮௣ ൅ ௦ܰ߮௦ ൌ 0 (A.4) 
onde Np e Ns são as matrizes de  rede primária e secundária  res‐
pectivamente. 
Se a velocidade das  juntas primárias é conhecida, a veloci‐
dade das juntas secundárias pode ser calculada rearranjando‐se a 
equação (A.4) na forma: 
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߮௦ ൌ െ ௦ܰିଵ ௣ܰ߮௣  (A.5) 
A matriz de  rede secundária Ns   admite  inversa desde que a ca‐
deia cinemática não esteja em uma posição singular. 
Quando o objetivo é calcular a velocidade de um ponto es‐
pecífico, fixo a um dos elos da cadeia, o procedimento inicial é o 
mesmo calculando‐se a velocidade das juntas passivas pela equa‐
ção (A.5). A velocidade de um ponto do elo instantaneamente na 
origem é então calculada somando‐se algebricamente os heligiros 
que  representam os movimentos das  juntas que unem o  elo da 
base ao elo ao qual está fixo o ponto do qual se deseja conhecer a 
velocidade. Determinada a velocidade do ponto instantaneamen‐
te  na  origem,  é  possível  determinar  a  velocidade  de  qualquer 
ponto fixo ao mesmo elo através de transformações de coordena‐
das (TSAI, 1999). Alternativamente pode‐se empregar de cadeias 
virtuais, úteis também no fechamento da cadeia para o cálculo da 
cinemática diferencial de robôs seriais. 
 
 
A.2 CINEMÁTICA DIFERENCIAL : EMPREGO DE CADEIAS 
VIRTUAIS 
 
 
Em robôs cinematicamente redundantes, as cadeias virtuais 
são  utilizadas  para  monitorar  e  impor  movimentos  desejados, 
permitindo o cálculo da cinemática inversa. Em cadeias cinemáti‐
cas não redundantes, são utilizadas como  ferramentas auxiliares 
para determinar os movimentos de qualquer ponto da  cadeia  e 
apresentam as seguintes propriedades(CAMPOS, 2004): 
 São seriais; 
 Os  heligiros  que  representam  os  movimentos  de  suas 
juntas são linearmente independentes; 
 Não  alteram  a  mobilidade  da  cadeia  real  quando 
colocadas em paralelo. 
Em cadeias cinemáticas planas são utilizadas preferencial‐
mente as cadeias virtuais PPR, composta por duas juntas prismá‐
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ticas e uma rotativa, e RPR, composta por duas juntas rotativas e 
uma  junta prismática. A Figura A.1 mostra a cadeia virtual PPR 
com seus heligiros associados. O heligiro $Px representa a veloci‐
dade linear do elo C1 em relação ao elo fixo da base C0, na direção 
x do sistema de coordenadas. O heligiro $Py  representa a veloci‐
dade linear do elo C2 em relação ao elo C1, na direção y do sistema 
de coordenadas. Como não existe movimento relativo na direção 
y entre C0 e C1, $Py representa também a velocidade do elo C2 em 
relação ao elo fixo da base C0. O heligiro $Rz representa a veloci‐
dade angular do elo C3 em relação ao elo C2, em torno do eixo z 
do  sistema  de  referência. Como  não  existe movimento  angular 
relativo entre C2 e C1 e entre C1 e C0, $Rz representa também a ve‐
locidade angular do elo C3 em relação ao elo fixo da base C0. 
 
Figura A.1: Cadeia virtual PPR 
 
Para monitorar movimentos,  é  conveniente  fazer  o  com‐
primento do elo C3  tender a zero e posicionar o eixo do heligiro 
$Rz    exatamente no ponto onde  se deseja  conhecer a velocidade. 
Desta forma, as magnitudes dos heligiros da cadeia virtual repre‐
sentam exatamente as velocidades do ponto escolhido em relação 
ao sistema de referência, sem a necessidade de fazer transforma‐
ções  de  coordenadas  posteriores,  respeitada  a  condição  de  que 
todos os heligiros são definidos em relação ao mesmo sistema de 
referência.  
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A Figura A.2 mostra um exemplo de cadeia cinemática fe‐
chada  com mobilidade  igual  a  3,  em  paralelo  com  uma  cadeia 
virtual PPR. Da  forma como a cadeia virtual está posicionada, o 
objetivo  é  determinar  a  velocidade  do  ponto  P.  Escrevendo  as 
equações de restrição, as variáveis conhecidas são as magnitudes 
dos heligiros $A, $B e $C que representam os movimentos das jun‐
tas atuadas e as incógnitas são as magnitudes dos heligiros $D, $E, 
$F que representam os movimentos das juntas passivas e as mag‐
nitudes dos heligiros $Px, $Py e $Rz que representam os movimen‐
tos das juntas da cadeia virtual. O eixo do heligiro $Rz está exata‐
mente sobre o ponto P. Referenciando todos os heligiros ao mes‐
mo sistema de coordenada fixo O‐xyz, as magnitudes dos heligi‐
ros das juntas da cadeia virtual representam exatamente a veloci‐
dade do ponto P em relação ao referencial. No exemplo apresen‐
tado, o ponto P  foi escolhido na extremidade superior da plata‐
forma móvel, mas não existem restrições quanto à escolha deste 
ponto em qualquer outra posição da cadeia. 
 
Figura A.2: Manipulador paralelo com cadeia virtual PPR 
 
Em  cadeias  cinemáticas  abertas  é necessário utilizar  a  ca‐
deia virtual para promover o fechamento da cadeia, permitindo a 
utilização do método de Davies (Figura A.3). Em robôs seriais, é 
conveniente posicionar o eixo do heligiro $Rz perpendicularmente 
ao  ponto  que  se  deseja  calcular  a  velocidade  do  efetuador. As 
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variáveis conhecidas são as magnitudes dos heligiros $A, $B e $C 
que representam as velocidades angulares das  juntas e as  incóg‐
nitas  são as magnitudes dos heligiros da  cadeia virtual, que  re‐
presentam a velocidade do ponto P em relação ao sistema de re‐
ferência.  
 
Figura A.3: Manipulador serial com cadeia virtual PPR 
 
A  representação  de  cadeias  cinemáticas  através  da  teoria 
dos  grafos  facilita  e  sistematiza  a  formulação  das  equações  de 
restrição  pelo  método  de  Davies,  principalmente  em  cadeias 
complexas que apresentam mais de um circuito.  
Em  cadeias de  circuito único  que não  apresentam  redun‐
dância cinemática, a matriz de rede de movimentos unitários Nr é 
composta  pelos  heligiros  normalizados  que  representam  o mo‐
vimento de cada uma das juntas. Possui dimensão λ x Fg, onde o 
grau bruto de liberdade Fg determina o número total de variáveis 
existentes. Na ausência de singularidades, o número de equações 
de  restrição  linearmente  independentes  é  igual  à  dimensão  do 
espaço λ. A mobilidade M da cadeia define o número de variáveis 
necessariamente  conhecidas para determinar  cinematicamente o 
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sistema. O número de incógnitas é igual à dimensão do espaço de 
forma que λ=F‐M. As equações de restrição obtidas pelo método 
de Davies podem ser escritas na forma:  
ሾܰሿఒ,ிሼ߮ሽி,ଵ ൌ ሼ0ሽఒ,ଵ
ሼ߮௦ሽఒ,ଵ ൌ ൣെ ௦ܰିଵ൧ఒ,ఒൣ ௣ܰ൧ఒ,ெ൛߮௣ൟெ,ଵ 
(A.6) 
(A.7) 
Nas cadeias de circuito único, a representação através de digrafo 
tem  como  objetivo  garantir  que  a  convenção  de  sinais  adotada 
seja respeitada. 
Em  cadeias  de mais  de  um  circuito,  a matriz  de  rede  de 
movimentos unitários Nr possui dimensão λ.υ x Fg onde υ é o nú‐
mero  de  circuitos  existentes. Na  ausência  de  singularidades,  o 
número de equações de  restrição é  igual à λ.υ. O grau bruto de 
liberdade Fg determina o número de variáveis existentes. A mobi‐
lidade  da  cadeia  define  o  número  de  variáveis  conhecidas  e  o 
número de equações linearmente independentes define o número 
de incógnitas de forma que λ.υ =Fg­M. 
 
 
A.3 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DE ROBÔS 
CINEMATICAMENTE REDUNDANTES 
 
 
Nos  manipuladores  com  redundância  cinemática  (e  sem 
redundância de atuação), conforme definido na Seção 2.3, a mobi‐
lidade M do mecanismo com  ja  juntas atuadas é maior que a di‐
mensão d do espaço da  tarefa. Conhecida a posição atual de um 
manipulador com redundância cinemática, sua cinemática direta 
diferencial pode ser obtida sem restrições pela equação  (3.9),  in‐
dependente do método empregado para obtenção da matriz jaco‐
biana. 
Mas o Jacobiano possui dimensão j x d, onde j > d, não ad‐
mitindo  inversa. Neste caso existem  infinitas soluções para a ci‐
nemática  inversa  que  não  podem  ser  obtidas  diretamente  pela 
inversão da matriz jacobiana.  Algum tipo de restrição ou alguma 
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especificação adicional devem  ser determinados para permitir a 
resolução do problema. 
Para  os  robôs  cinematicamente  redundantes,  existem mo‐
vimentações  internas  possíveis  que  não modificam  a  posição  e 
orientação do  efetuador. A maioria das  técnicas empregadas na 
resolução da cinemática  inversa de  robôs  redundantes utiliza‐se 
desta  propriedade,  gerando movimentações  internas  projetadas 
no espaço nulo do efetuador que atendam a alguma especificação 
adicional(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996).   
A existência do espaço nulo permite  reescrever a equação 
(3.9) na forma: 
ݔሶ ൌ ܬ൫ߠሶ כ ൅ ܲߠሶ௔൯ (A.8) 
onde ߠሶ כ é uma solução para a equação (3.9), ߠሶ௔   representa uma 
movimentação  interna arbitrária do manipulador e P é uma ma‐
triz escolhida de forma que, para qualquer ߠሶ௔: 
ܬܲߠሶ௔ ൌ 0 (A.9) 
A matriz  JP é o espaço projetor nulo que permite a escolha arbi‐
trária de velocidades internas ߠሶ௔, sem interferir na velocidade do 
efetuador. Esta escolha é  feita de  forma a atender especificações 
adicionais como redução do custo quadrático da velocidade das 
juntas, minimização da norma do vetor  ൫ߠሶ െ ߠሶ௔൯ ou outra qual‐
quer. 
A maioria dos métodos clássicos utilizados para resolução 
da  cinemática  inversa  emprega  a  pseudoinversa  do  Jacobiano 
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). A formulação da pseudoinver‐
sa da matriz jacobiana é apresentada na Seção seguinte. 
Outros métodos empregados são o da prioridade da tarefa, 
dos mínimos quadrados amortecidos, da decomposição e da ex‐
tensão do espaço da  tarefa. Em Simas  (2008) é  feita uma revisão 
sobre  os métodos  existentes  e  é  apresentado  um  novo método 
que  utiliza  restrições  cinemáticas  impostas  por  cadeias  virtuais 
adicionais para resolução da cinemática inversa.  
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A.4 CINEMÁTICA INVERSA ATRAVÉS DA PSEUDOINVERSA 
 
 
Na  cinemática  inversa  de  robôs  cinematicamente  redun‐
dantes, a matriz jacobiana não é quadrada e, portanto, não admite 
inversa. Há a necessidade de encontrar uma matriz ܬற de dimen‐
são j x d, de forma que: 
൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ ሾܬறሿ௝,ௗሼݔሶ ሽௗ,ଵ  (A.10) 
A matriz ܬற é a pseudoinversa da matriz jacobiana J, obtida 
através de alguma restrição ou condição adicional imposta. Uma 
condição  adicional bastante utilizada na determinação da pseu‐
doinversa  tem por objetivo a minimização da  função   ݃൫ߠሶ൯ defi‐
nida pelo custo quadrático das velocidades: 
݃൫ߠሶ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝
் ሾܹሿ௝,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ  (A.11) 
A matriz W define a influência ou peso de cada  junta na função. 
Se todas as juntas possuem a mesma influência, W pode ser defi‐
nida como a matriz identidade e a função ݃൫ߠሶ൯ é reescrita na for‐
ma:   
݃൫ߠሶ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝
் ሾܫሿ௝,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ
1
2 ൣߠሶଵ
ଶ ൅ ߠሶଶଶ ൅ ڮ൅ ߠሶ௝ଶ൧  (A.12) 
  Para  obter  a matriz  pseudoinversa,  utiliza‐se  o método  dos 
multiplicadores de Lagrange, e a função custo quadrático é modi‐
ficada na forma: 
݃൫ߠሶ , ߙ൯ ൌ 12 ൛ߠሶൟଵ,௝
் ሾܹሿ௝,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൅ ሼߙሽଵ,ௗ் ቀሼݔሶ ሽௗ,ଵ െ ሾܬሿௗ,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵቁ  (A.13) 
onde α é um vetor de dimensão d x 1. Para minimizar a  função 
݃൫ߠሶ , ߙ൯, as derivadas parciais em relação a α e ߠሶ  devem ser nulas. 
De ቀడ௚డఏሶ ቁ ൌ 0 obtém‐se: 
൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ሼߙሽଵ,ௗ (A.14) 
De ቀడ௚డఈቁ ൌ 0 obtém‐se: 
ሼݔሶ ሽௗ,ଵ ൌ ሾܬሿௗ,௝൛ߠሶ ൟ௝,ଵ  (A.15) 
Substituindo a equação (A.14) em (A.15) e isolando α obtém‐se: 
ሼߙሽௗ,ଵ ൌ ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൯ିଵሼݔሶ ሽௗ,ଵ  (A.16) 
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Substituindo a equação (A.16) em (A.14) resulta: 
൛ߠሶ ൟ௝,ଵ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൯
ିଵሼݔሶ ሽௗ,ଵ  (A.17) 
E a matriz pseudoinversa da matriz jacobiana é: 
ሾܬறሿ௝,ௗ ൌ ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܹሿ௝,௝ିଵሾܬሿ௝,ௗ் ൯ିଵ  (A.18) 
Se W é a matriz identidade, a pseudoinversa fica reduzida a: 
ሾܬறሿ௝,ௗ ൌ ሾܬሿ௝,ௗ் ൫ሾܬሿௗ,௝ሾܬሿ௝,ௗ் ൯ିଵ  (A.19) 
Na formulação apresentada, a cinemática inversa é calcula‐
da com a utilização da pseudoinversa, minimizando o custo mé‐
dio quadrático da velocidade. A pseudoinversa também pode ser 
utilizada tendo em vista outros objetivos como minimizar os tor‐
ques aplicados nas juntas ou minimizar o deslocamento total das 
juntas. 
Apesar de  funcional, o método para cálculo da cinemática 
inversa baseado na pseudoinversa apresenta algumas inconveni‐
ências: 
 Não  existe  garantia  que  posições  singulares  sejam 
evitadas na execução de movimentações; 
 O  movimento  conservativo  não  é  garantido,  ou  seja, 
movimentos  repetitivos  no  efetuador  não  resultam 
necessariamente em movimentos repetitivos das juntas; 
 Inconsistência dimensional quando o manipulador possui 
juntas  rotativas  e  prismáticas(SCIAVICCO;  SICILIANO, 
1996). 
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APÊNDICE B –ANÁLISE CINEMÁTICA: RRR E 
3‐RRR 
 
 
Neste apêndice é resolvida a cinemática diferencial do ma‐
nipulador RRR através do método convencional e através do mé‐
todo de Davies. O equacionamento da cinemática diferencial na 
presença  de  redundância  cinemática  é  abordado. A  cinemática 
diferencial do manipulador 3‐RRR utilizando o método de Davies 
é apresentada. 
 
 
B.1 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DO ROBÔ RRR: MÉTODO 
CONVENCIONAL 
 
 
O cálculo da cinemática diferencial é assunto consolidado e 
pode ser encontrado em diversos  livros utilizados como referên‐
cia para o estudo da robótica. O método convencional é mostrado 
nesta  seção  apenas  para  efeito  comparativo  com  o método  de 
Davies  apresentado  a  seguir. Nos demais  exemplos,  tanto para 
robôs seriais como para robôs paralelos, o cálculo da cinemática é 
feito apenas através do método de Davies. 
A obtenção da matriz  jacobiana pelo método convencional 
baseia‐se nas equações gerais para velocidade linear Vn e angular 
ωn do efetuador: 
௡ܸ ൌ ෍ൣߠሶ௜൫ݖ௜ିଵ x ݌௡כ௜ିଵ ൯ ൅ ݖ௜ିଵ ሶ݀௜൧
௝
௜ୀଵ
 
(B.1) 
߱௡ ൌ෍ߠሶ௜ݖ௜ିଵ
௝
௜ୀଵ
 
(B.2) 
onde: 
 ߠሶ௜ é a velocidade angular da junta i; 
 ሶ݀ ௜ é a velocidade linear da junta i; 
 ݖ௜ିଵ é o vetor unitário na direção da junta i; 
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 j equivale ao número total de juntas; 
 ݌௜ିଵ ௡כ  é o vetor definido a partir da origem do sistema de 
coordenadas  fixo  ao  elo  i‐1  até  a  origem  do  sistema  de 
coordenadas fixo ao efetuador. 
Todos os vetores devem ser expressos no sistema de coordenadas 
da base. No caso do manipulador em estudo, a velocidade linear 
das juntas  ሶ݀ ௜ é zero e a equação (B.1) não possui o último termo.  
Como as juntas foram definidas por letras, é necessário um ajuste 
na notação das equações apresentadas onde os vetores zA, zB e zC 
representam respectivamente os vetores unitários na direção dos 
eixos das juntas A, B e C. Como o manipulador é planar, todos os 
vetores z apontam na direção do eixo z0 do sistema de coordena‐
das fixo da base e possuem coordenadas: 
ݖ஺ ൌ ݖ஻ ൌ ݖ஼ ൌ ሼ0 0 1ሽ் (B.3) 
A Figura B.1 mostra os sistemas de coordenadas posiciona‐
dos em cada uma das  juntas do manipulador e os vetores p. As 
coordenadas dos vetores p são dadas por: 
݌଴ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉
௉ܻ0
ൡ ;  ݌ଵ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉ െ ܺ஻
௉ܻ െ ஻ܻ0
ൡ ; ݌ଶ ଷכ ൌ ൝
ܺ௉ െ ܺ஼
௉ܻ െ ஼ܻ0
ൡ ;   (B.4) 
Substituindo estes valores nas equações (B.1) e (B.2) e eliminando 
as  linhas nulas referentes à velocidade angular do efetuador em 
relação aos eixos x e y e à velocidade linear na direção do eixo z, 
obtém‐se a relação entre a velocidade angular das juntas e a velo‐
cidade do efetuador na forma: 
൝
௫ܸ
௬ܸ߱௭
ൡ ൌ ൥
െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௣ܻ ൅ ஼ܻ
ܺ௉ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼1 1 1
൩ቐ
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ቑ 
(B.5) 
onde Vx  , Vy e ωz são respectivamente a velocidade linear na dire‐
ção x, a velocidade linear na direção y e a velocidade angular em 
torno do eixo z do sistema de referência fixo à base. 
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Figura B.1: Sistema de  coordenadas  e vetores p do manipulador  serial 
RRR 
 
O Jacobiano J é a matriz: 
ܬ ൌ ൥
െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௉ܻ ൅ ஼ܻܺ௉ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼
1 1 1
൩   (B.6) 
que define a relação entre as velocidades das juntas e a velocida‐
de do efetuador. Na ausência de singularidades, o Jacobiano ad‐
mite inversa e, conhecida a velocidade ݔሶ  do efetuador, as veloci‐
dades das juntas podem ser calculadas por: 
ߠሶ ൌ ܬିଵݔሶ (B.7) 
 
 
B.2 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DO ROBÔ RRR: MÉTODO 
DE DAVIES 
 
 
Para  utilização  do método  de Davies,  é  conveniente  pro‐
mover  o  fechamento  da  cadeia  através  da  cadeia  virtual  PPR. 
B
C 32
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Desta forma, as velocidades serão fornecidas diretamente no pon‐
to de interesse, sem a necessidade de transformações posteriores. 
A Figura B.2 mostra o fechamento da cadeia e os vetores de posi‐
ção  So  referenciados no  sistema de  coordenadas O  fixo da base. 
Com  a  inserção  da  cadeia  virtual,  a mobilidade  do mecanismo 
não é alterada. O eixo de rotação da  junta virtual Rz intercepta o 
ponto P do efetuador. 
 
Figura B.2: Vetores S0 do manipulador RRR e da cadeia virtual PPR 
 
Como o robô é plano e como há apenas  juntas de rotação, 
os vetores dos  eixos dos heligiros do manipulador  apontam na 
direção  z0 e o passo h dos heligiros é nulo. As  juntas da  cadeia 
virtual são identificadas por Px, Py e Rz e possuem respectivamen‐
te velocidades VPx, VPy e ߠሶோ௭. Nas juntas prismáticas Px e Py, o pas‐
so do heligiro  é  infinito  e  as  componentes  L, M  e N  são nulas. 
Utilizando a equação (3.2) obtêm‐se os heligiros do manipulador 
e da cadeia virtual na forma: 
B
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5
B.2 Cinemática diferencial do Robô RRR: Método de Davies  291
   
$஺ெ ൌ  
ۖە
۔
ۖۓ001
00
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ߠሶ஺;   $஻ெ ൌ  
ۖە
۔
ۖۓ 001
஻ܻെܺ஻0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ߠሶ஻;   $஼ெ ൌ  
ۖە
۔
ۖۓ 001
஼ܻെܺ஼0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ߠሶ஼ 
(B.8) 
$௉௫ெ ൌ  
ۖە
۔
ۖۓ000
10
0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
௉ܸ௫;  $௉௬ெ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ
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0ۙۖ
ۘ
ۖۗ
௉ܸ௬; $ோ௭ெ ൌ  
ۖە
۔
ۖۓ 001
௉ܻെܺ௉0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ߠሶோ௭  
(B.9) 
  A representação do manipulador e da cadeia virtual através de 
digrafo é mostrada na Figura B.3.  
 
 
Figura B.3: Grafo do manipulador serial RRR com cadeia virtual PPR 
 
Como se  trata de um circuito único, a  lei da circulação de Kirc‐
hhoff‐Davies pode ser diretamente aplicada obtendo‐se: 
$஺ெ ൅ $஻ெ ൅ $஼ெ െ $௉௫ெ െ $௉௬ெ െ $ோ௭ெ ൌ 0 (B.10) 
O sinal de cada heligiro na equação  (B.10)  respeita a convenção 
adotada pelo sentido das arestas do digrafo.  
Na forma apresentada, as velocidades VPx, VPy e ߠሶோ௭ das jun‐
tas da  cadeia virtual  são  idênticas às velocidades Vx, Vy  e ߱௭ do 
efetuador  em  relação ao  sistema de  coordenadas da base. Rees‐
crevendo na  forma matricial, utilizando o conceito da matriz de 
rede de movimentos unitários, e eliminando as linhas nulas tem‐
se: 
$C
$Px
$Py
$Rz
$B
$A
MA
2
3
1
4
5
0
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 ൥
1 1 1
0 ஻ܻ ஼ܻ
0 െܺ஻ െܺ஼
     
0 0 െ1
െ1 0 െ ௉ܻ0 െ1 ܺ௉
൩
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ߠሶ஺ߠሶ஻
ߠሶ஼
௉ܸ௫
௉ܸ௬
ߠሶோ௭ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ   ൝
0
0
0
ൡ 
(B.11) 
O passo seguinte é definir as variáveis primárias e separar a ma‐
triz de rede em duas. Definindo as velocidades das  juntas como 
variáveis  primárias,  a  equação  (B.11)  pode  ser manipulada  na 
forma: 
൥
1 1 1
0 ஻ܻ ஼ܻ
0 െܺ஻ െܺ஼
൩  ቐ ቎
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
቏ቑ ൅ ൥
0 0 െ1
െ1 0 െ ௉ܻ0 െ1 ܺ௉
൩ቐ
௉ܸ௫
௉ܸ௬
ߠሶோ௭
ቑ ൌ ൥
0
0
0
൩  
(B.12) 
Isolando as variáveis secundárias na equação (B.12) resulta: 
ቐ
௉ܸ௫
௉ܸ௬
ߠሶோ௭
ቑ ൌ െ ൥
0 0 െ1
െ1 0 െ ௉ܻ0 െ1 ܺ௉
൩
ିଵ
൥
1 1 1
0 ஻ܻ ஼ܻ0 െܺ஻ െܺ஼
൩ ቐ
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ቑ 
(B.13) 
Fazendo o cálculo da inversa da matriz de rede secundária Ns: 
ቐ
௉ܸ௫
௉ܸ௬
ߠሶோ௭
ቑ ൌ ൥
െ ௉ܻ 1 0ܺ௉ 0 11 0 0
൩ ൥
1 1 1
0 ஻ܻ ஼ܻ0 െܺ஻ െܺ஼
൩   ቐ
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ቑ 
(B.14) 
e multiplicando‐se as matrizes têm‐se a relação: 
ቐ
௉ܸ௫
௉ܸ௬
ߠሶோ௭
ቑ ൌ ൝
௫ܸ
௬ܸ߱௭
ൡ ൌ ൥
െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௉ܻ ൅ ஼ܻܺ௉ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼1 1 1
൩ ቐ
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ቑ 
(B.15) 
O Jacobiano encontrado é idêntico ao obtido através do mé‐
todo  convencional. Em  ambos os métodos  sempre haverá  a ne‐
cessidade de conhecer o vetor de posição das juntas e referenciá‐
los na mesma base. Para robôs com geometria simples é possível 
obter equações fechadas para o cálculo da posição de suas juntas. 
Para  robôs  com  geometria  complexa,  o processo não  é  trivial  e 
pode  haver  a  necessidade  de  utilizar  alguma  técnica  numérica 
para realizar este cálculo. 
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B.3 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DO ROBÔ RRR: 
REDUNDÂNCIA CINEMÁTICA 
 
 
Considerando o espaço da tarefa com dimensão d=2, o robô 
serial RRR apresenta redundância cinemática. Se em uma deter‐
minada  tarefa a orientação do efetuador não  for relevante,  inde‐
pendente  do método  empregado  na  obtenção  das  equações  de 
restrição, a relação entre as velocidades das juntas e a velocidade 
do efetuador é dada por: 
൜ ௫ܸ௬ܸൠ ൌ ൤
െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௉ܻ ൅ ஼ܻܺ௉ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼ ൨ ቐ
ߠሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ቑ 
(B.16) 
A matriz  Jacobiana possui dimensão 2x3 e não admite  in‐
versa. O cálculo da cinemática inversa admite infinitas soluções e 
o procedimento descrito na seção A.4 para o cálculo da cinemáti‐
ca através da pseudoinversa pode ser aplicado ao robô RRR.  
Se a condição adicional escolhida para resolver a cinemáti‐
ca  inversa é a otimização do custo médio quadrático das veloci‐
dades e  se a matriz de pesos W é a matriz  identidade, a matriz 
pseudoinversa do Jacobiano é dada pela equação (A.19). Substitu‐
indo os valores da equação (B.16) na equação (A.19) resulta: 
ሾܬறሿଷ ௫ ଶ ൌ ൥
െ ௉ܻ ܺ௉െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ ܺ௉ െ ܺ஻െ ௉ܻ ൅ ஼ܻ ܺ௉ െ ܺ஼
൩ 
൭൤െ ௉ܻ െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ െ ௉ܻ ൅ ஼ܻܺ௣ ܺ௉ െ ܺ஻ ܺ௉ െ ܺ஼ ൨ ൥
െ ௉ܻ ܺ௉െ ௉ܻ ൅ ஻ܻ ܺ௉ െ ܺ஻െ ௉ܻ ൅ ஼ܻ ܺ௉ െ ܺ஼
൩൱
ିଵ
 
(B.17) 
E, numericamente, a pseudoinversa pode ser obtida sem grandes 
custos computacionais.  
Determinada a matriz pseudoinversa, a cinemática inversa é cal‐
culada de forma única. No exemplo apresentado, foi utilizada 
uma condição adicional de custo médio quadrático e a matriz W 
foi definida como a matriz identidade, o que torna mais fácil a 
compreensão e simplifica os cálculos. Mas o método pode ser 
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utilizado sem restrições considerando outras condições adicionais 
e com a matriz W diferente da matriz identidade. 
 
 
B.4 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DO ROBÔ 3‐RRR 
   
 
A cinemática direta de velocidade do manipulador 3‐RRR 
pode ser calculada sem restrições utilizando os mesmos procedi‐
mentos empregados no cálculo da cinemática do robô RRR. Con‐
siderando  o  espaço  da  tarefa  de  dimensão  três,  obtém‐se  uma 
relação entre as velocidades das  juntas e a velocidade do efetua‐
dor na forma: 
൝
௫ܸ
௬ܸ߱௭
ൡ ൌ ሾܬሿଷ,ସ
ۖە
۔
ۖۓܮሶ஺
ߠሶ஻
ߠሶ஼
ߠሶ஽ۙۖ
ۘ
ۖۗ 
(B.18) 
onde ܮሶ஺ é a velocidade linear da junta prismática A. 
Devido à redundância cinemática, a matriz jacobiana não é 
quadrada, não permitindo inversão. Utilizando algum dos méto‐
dos apresentados na seção A.3 é possível determinar a cinemática 
inversa. 
O procedimento para obtenção da cinemática direta do ro‐
bô PRRR é similar ao do robô RRR apresentado na seção B.2 e o 
procedimento para obtenção da cinemática inversa, considerando 
a redundância cinemática, é similar ao apresentado na seção B.3. 
Por  esse motivo  o  equacionamento  cinemático  não  é mostrado 
nesta seção. 
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B.5 CINEMÁTICA DIFERENCIAL DO MANIPULADOR 3‐RRR: 
MÉTODO DE DAVIES 
 
 
A cinemática diferencial de robôs paralelos de circuito úni‐
co  é  calculada  pelo método  de  Davies,  exatamente  da mesma 
maneira  como  feita para  robôs  seriais  em que o  fechamento da 
cadeia é obtido pela utilização da cadeia virtual.  
Em  robôs  com mais de  um  circuito,  o método de Davies 
pode  também ser utilizado Como a cadeia cinemática é fechada, 
aparentemente  não  existiria  necessidade  de  empregar  cadeias 
virtuais. Mas  trata‐se de um recurso  interessante, pois as veloci‐
dades das juntas da cadeia virtual fornecem diretamente as velo‐
cidades no ponto desejado, sem a necessidade de transformações 
de  coordenadas  posteriores.  Se  o  ponto  que  deseja  conhecer  a 
velocidade é o centro da plataforma móvel, a cadeia virtual PPR 
pode ser inserida conforme mostrado na Figura B.4. As juntas da 
cadeia virtual são identificadas por Px, Py e Rz e os elos da cadeia 
virtual por V1 e V2. A  junta Rz está localizada exatamente no cen‐
tro da plataforma móvel, coincidente com o ponto P, e permite o 
movimento relativo entre o elo 7 e o elo V2. 
  
Figura B.4: Manipulador paralelo 3‐RRR com cadeia virtual PPR 
Px Py
O x0
y0
A2
A3
B2
B3
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C2
C3
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Rz
0
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O grafo do robô 3‐RRR é mostrado na Figura B.5, inserida a 
cadeia virtual e mostrando os heligiros que representam o movi‐
mento das  juntas. As cordas  foram escolhidas como sendo as a‐
restas A1, A2 e A3. O número de circuitos ou malhas é igual a 3 e o 
número de equações obtidas da lei de circulação é igual a 3 tam‐
bém. 
 
Figura B.5:   Grafo do manipulador paralelo  3‐RRR  com  cadeia virtual 
PPR 
 
Das malhas MA1, MA2 e MA3 obtém‐se, respeitando a conven‐
ção de sinais adotado no digrafo: 
$஺ଵெ ൅ $஻ଵெ ൅ $஼ଵெ ൅ $஼ଶெ ൅ $஻ଶெ ൅ $஺ଶெ ൌ 0 ሺmalha ܯ஺ଵሻ (B.19) 
$஺ଷெ ൅ $஻ଷெ ൅ $஼ଷெ ൅ $஼ଶெ ൅ $஻ଶெ ൅ $஺ଶெ ൌ 0 ሺmalha ܯ஺ଶሻ (B.20) 
$஺ଷெ ൅ $஻ଷெ ൅ $஼ଷெ െ $ோ௭ெ െ $௉௫ெ െ $௉௬ெ ൌ 0 ሺmalha ܯ஺ଷሻ (B.21) 
  Conhecidas as coordenadas cartesianas e os heligiros de cada 
uma das juntas, eliminando as linhas nulas e agrupando as equa‐
ções de restrição em uma única matriz, a cinemática do robô pa‐
ralelo pode ser apresentada na forma: 
$B1
$A1
$C1
$Rz
$C2 $C3
$A2 $A3
$Py
$Px
$B2 $B3
2 31
4 5 6
7
0
MA1
V1
MA3
V2
MA2
B.5 Cinemática Diferencial do manipulador 3‐RRR: Método 
de Davies  297
   
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 1 0 1 1 0 1 1஺ܻଵ ஺ܻଶ 0 ஻ܻଵ ஻ܻଶ 0 ஼ܻଵ ஼ܻଶെ ஺ܺଵ െ ஺ܺଶ 0 െ ஺ܺଵ െܺ஻ଶ 0 െܺ஼ଵ െܺ஼ଶ0 1 1 0 1 1 0 1
0 ஺ܻଶ ஺ܻଷ 0 ஻ܻଶ ஻ܻଷ 0 ஼ܻଶ0 െ ஺ܺଶ െ ஺ܺଷ 0 െܺ஻ଶ െܺ஻ଷ 0 െܺ஼ଶ0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 ஺ܻଷ 0 0 ஻ܻଷ 0 00 0 െ ஺ܺଷ 0 0 െܺ஻ଷ 0 0
… 
…
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
஼ܻଷ 0 0 0
െܺ஼ଷ 0 0 01 0 0 െ1
஼ܻଷ െ1 0 െ ௉ܻെܺ஼ଷ 0 െ1 ܺ௉ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ە
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۓߠሶ஺ଵߠሶ஺ଶ
ߠሶ஺ଷ
ߠሶ஻ଵ
ߠሶ஻ଶ
ߠሶ஻ଷ
ߠሶ஼ଵ
ߠሶ஼ଶ
ߠሶ஼ଷ
௫ܸ
௬ܸ
ߠሶோ௭ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۗ
ൌ  
ە
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖ
ۓ00
00
00
00
0ۙ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖ
ۗ
 
(B.22) 
As  juntas passivas serão sempre variáveis secundárias. As variá‐
veis primárias podem ser a velocidade Vx, Vy e ߠሶோ௭ do efetuador ou 
as velocidades ߠሶ஺ଵ, ߠሶ஺ଶ e ߠሶ஺ଷ das juntas atuadas. Na primeira for‐
mulação  apresentada  consideram‐se  as  velocidades  das  juntas 
como variáveis primárias. A relação entre as velocidades das jun‐
tas atuadas e as velocidades das demais  juntas é apresentada na 
equação  (B.23). As matrizes  primárias  e  secundárias  dos movi‐
mentos unitários aparecem de forma compacta. 
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  Como as velocidades das  juntas passivas aparecem no  equa‐
cionamento, as matrizes Ns e Np são diferentes dos Jacobianos ܬ௫ e 
ܬఏ apresentados na equação (3.10).  Para obter a matriz  jacobiana 
em seu conceito tradicional, eliminando as juntas passivas, deve‐
se  aplicar o  conceito de matriz  aniquiladora mostrado na  seção 
D.2. Na análise cinemática através dos métodos tradicionais, esta 
eliminação  também  tem  ser  realizada,  sendo normalmente  feita 
por simples substituição. 
Se a presença das  juntas passivas no equacionamento não 
representar uma dificuldade adicional, na ausência de singulari‐
dade a matriz Ns   admite  inversa  e as variáveis  secundárias po‐
dem ser obtidas a partir da equação (B.23). 
Escolhidas como variáveis primárias a velocidade do efetu‐
ador, a equação (B.22) pode ser manipulada de forma a obter: 
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(B.24) 
onde as matrizes Ns   e Np são diferentes das matrizes Ns   e Np da 
equação (B.23). E as velocidades das juntas são obtidas em função 
da velocidade conhecida do efetuador. 
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O método de Davies pode ser aplicado em qualquer tipo de 
robô  paralelo,  desde  que  não  exista  redundância  cinemática. A 
presença de  redundâncias  cinemáticas  em  robôs paralelos  exige 
uma abordagem  similar a dos  robôs seriais, onde especificações 
ou restrições adicionais devem ser impostas de forma a permitir a 
resolução do sistema. Seja qual for o método utilizado no cálculo 
da cinemática diferencial, existe sempre a necessidade de conhe‐
cer a posição atual, o que nem sempre é algo trivial. 
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APÊNDICE C – FUNDAMENTOS DA ANÁLISE 
ESTÁTICA DE ROBÔS 
 
 
Neste apêndice é apresentada a formulação da análise está‐
tica de robôs manipuladores através do diagrama do corpo livre. 
A estática de robôs com redundância de atuação é abordada atra‐
vés da técnica da matriz pseudo‐inversa.  O conceito de elipsoide 
de força é discutido. 
 
 
C.1 ANÁLISE ESTÁTICA: DIAGRAMA DO CORPO LIVRE 
 
 
Nesta abordagem, a análise estática está baseada no equilí‐
brio de forças e momentos em cada um dos elos que compõem o 
mecanismo. Os momentos puros (binários) são vetores livres pois 
não possuem ponto de aplicação específico. As forças são vetores 
linhas pois seu ponto de aplicação pode deslizar ao longo de sua 
reta de atuação.  
A Figura C.1 mostra as forças e momentos atuantes em um 
elo i, conectado ao elo i‐1 através da junta i e ao elo i+1 através da 
junta i+1.  O referencial utilizado para o cálculo dos momentos é a 
origem Oi, fixa ao elo i e: 
 Fi+1,i: força exercida no elo i+1 pelo elo i no ponto Oi; 
 g: aceleração da gravidade; 
 mi: massa do elo i; 
 Mi+1,i: momento resultante exercido no elo i+1 pelo elo i; 
 rci:  vetor  de  posição  do  centro  de massa  Ci  do  elo  i  em 
relação à origem Oi; 
 ri: vetor posição da origem Oi com respeito à origem Oi­1. 
Com exceção da massa m, todas as demais grandezas são vetores 
que devem estar representados na mesma base.  
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Figura C.1: Diagrama do corpo livre: forças e momento atuantes no elo i 
 
Para que exista o equilíbrio estático, o somatório das forças 
e dos momentos atuantes no elo deve ser igual a zero. A equação 
de equilíbrio das forças é escrita na forma: 
ܨ௜,௜ିଵ െ ܨ௜ାଵ,௜ ൅ ݉௜݃ ൌ 0 (C.1) 
A equação de equilíbrio dos momentos depende do ponto 
escolhido para o cálculo. Considerando o equilíbrio em relação à 
origem Oi, a equação fica: 
ܯ௜,௜ିଵ െ ܯ௜ାଵ,௜ െ ݎ௜ x ܨ௜,௜ିଵ ൅ ݎ௖௜ x ݉௜݃ ൌ 0 (C.2) 
No efetuador, a força e o momento exercidos pelo manipu‐
lador  serial no meio  são definidos por Fn+1,n e Mn+1,n, onde n é o 
número total de elos. A força e o momento exercidos pelo elo fixo 
da base no primeiro elo móvel são referenciados respectivamente 
por F1,0 e M1,0.  
  Esta notação é empregada tanto para robôs seriais como para 
cada uma das pernas de um robô paralelo. Para os robôs parale‐
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los, deve ser observado que tanto a base como a plataforma mó‐
vel  não  são  elos  binários  e  devem  ser  consideradas  as  ações 
transmitidas por todas as juntas conectadas. Outra diferença a ser 
considerada é que nos robôs seriais todas as juntas são atuadas e 
nos robôs paralelos existem juntas passivas. 
A Figura C.2 mostra a plataforma móvel de um manipula‐
dor paralelo planar 3‐RRR (Figura 2.2(a)), onde os elos 4, 5 e 6 são 
conectados à plataforma através das  juntas passivas G, H e  I. A 
força aplicada pelo manipulador no meio é definida por F8,7 e o 
momento por M8,7. O ponto de contato entre o manipulador e o 
meio  ocorre  no  centro  da  plataforma  e,  no  equacionamento,  as 
forças gravitacionais não são consideradas. 
 
Figura C.2: Forças e momento no efetuador do manipulador paralelo 3‐
RRR 
 
As  forças F7,4, F7,5    e F7,6  representam  respectivamente as  forças 
aplicadas pelos elos 4, 5 e 6 na plataforma móvel 7. Considerando 
que as juntas que conectam estes elos à plataforma móvel não são 
atuadas, não existe momento transmitido e as forças obrigatoria‐
mente  serão  aplicadas  respeitando  as  direções  definidas  pelos 
elos na posição atual. Se o ponto de equilíbrio a ser considerado 
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no equacionamento for o centro P da plataforma móvel, as equa‐
ções de equilíbrio para  força e momento na plataforma  são  res‐
pectivamente: 
ܨ଻,ସ ൅ ܨ଻,ହ ൅ ܨ଻,଺ െ ଼ܨ ,଻ ൌ 0  (C.3) 
ܯ଼,଻ െ ݎସ x ܨ଻,ସ െ ݎହ x ܨ଻,ହ െ ݎ଺ x ܨ଻,଺ ൌ 0 (C.4) 
onde os vetores ri representam as distâncias das juntas até o cen‐
tro da plataforma, todas referenciadas na mesma base. 
Conhecidas  as  equações de  equilíbrio,  a  estática pode  ser 
resolvida de forma recursiva, estabelecendo uma relação entre as 
ações das juntas ativas e as ações exercidas pelo manipulador no 
meio. Exemplos de cálculo para robôs seriais e paralelos são apre‐
sentados na Seção 3.7. Cabe ressaltar que ao resolver as equações 
de equilíbrio, todos os vetores devem estar referenciados em rela‐
ção à mesma origem. 
 
 
C.2 ANÁLISE ESTÁTICA DE ROBÔS COM REDUNDÂNCIA DE 
ATUAÇÃO 
 
 
Nos mecanismos  com  redundância  de  atuação  é  possível 
alcançar o equilíbrio estático apenas com a aplicação de forças ou 
torques nas juntas atuadas, sem a necessidade de forças externas 
adicionais. Mas como em geral o objetivo é aplicar uma ação no 
meio ou suportar uma ação aplicada pelo meio, a análise é con‐
duzida considerando sempre a presença de forças de contato do 
manipulador com o meio. 
A determinação das equações de equilíbrio para robôs com 
redundância de atuação pode ser feita utilizando‐se a abordagem 
do diagrama do corpo livre ou através do método de Davies, em 
procedimentos  similares  aos  adotados  nas  seções  3.6.1  e  3.6.2. 
Independente do procedimento adotado,  sempre é possível ma‐
nipular as equações de equilíbrio obtendo‐se uma relação entre as 
ações aplicadas pelos atuadores  e as ações aplicadas pelo meio. 
As demais  ações  externas,  como por  exemplo  as  forças gravita‐
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cionais,  devem  obrigatoriamente  ser  conhecidas  e  substituídas 
por seus valores numéricos nas equações. As forças  internas po‐
dem ser eliminadas do equacionamento por substituição ou por 
algum procedimento sistemático de cancelamento de variáveis.  
A dimensão do vetor τ que  representa os  torques e  forças 
dos atuadores é igual ao grau líquido de restrição Cn do mecanis‐
mo,  que  define  o  número mínimo  de  variáveis  independentes 
necessárias para determinar estaticamente o mecanismo. Na au‐
sência de condições adicionais  impostas pela  tarefa, a dimensão 
do vetor F, que define as ações aplicadas pelo meio, é igual a λ e 
será sempre menor que a dimensão do vetor τ. Utilizando o mé‐
todo de Davies e definindo os torques e forças dos atuadores co‐
mo variáveis primárias, obtêm‐se: 
ሼ߰௦ሽఒ,ଵ ൌ െ ቂܣመே௦ିଵቃఒ,ఒ ൣܣመே௣൧ఒ,஼೙൛߰௣ൟ஼೙,ଵ  (C.5) 
Isto significa que conhecidos os  torques e  forças dos atua‐
dores é possível determinar as ações aplicadas no meio. Mas para 
o problema  inverso não  existe uma única  solução. Conhecida  a 
ação aplicada pelo meio, existem infinitas combinações possíveis 
de  torques  e  forças  nas  juntas  que  equilibrem  estaticamente  o 
mecanismo. Fica clara a analogia existente entre redundância de 
atuação na  análise  estática  e  redundância  cinemática na  análise 
cinemática. E os métodos empregados para resolver a redundân‐
cia de atuação são similares aos métodos empregados na resolu‐
ção da  cinemática de mecanismos  com  redundância  cinemática, 
apresentados no Apêndice A.  
A equação (C.5) pode ser escrita de forma simplificada co‐
mo: 
ሼܨሽఒ,ଵ ൌ ሾ݂ሿఒ,஼೙ሼ߬ሽ஼೙,ଵ (C.6) 
onde a matriz  f depende da geometria do manipulador. Como  f 
não possui inversa, condições ou restrições adicionais devem ser 
impostas para permitir o cálculo dos torques ou forças das juntas, 
dadas as ações aplicadas pelo meio.  
Utilizando a abordagem da pseudoinversa, é possível obter 
uma relação na forma: 
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ሼ߬ሽ஼௡,ଵ ൌ ሾ݂றሿ஼೙,ఒሼܨሽఒ,ଵ (C.7) 
onde ݂ற é a pseudo‐inversa da matriz f.  Uma condição adicional 
utilizada na determinação da pseudoinversa  tem por objetivo  a 
minimização da  função   ݃ሺ߬ሻ definida pelo custo quadrático das 
ações nas juntas de forma que: 
݃ሺ߬ሻ ൌ 12 ሼ߬ሽଵ,஼೙
் ሾܹሿ஼೙,஼೙ሼ߬ሽ஼೙,ଵ  (C.8) 
A matriz W define a influência ou peso de cada  junta na função. 
Utilizando  a mesma  abordagem  apresentada  no Apêndice A,  a 
matriz pseudoinversa da matriz f é calculada por: 
ሾ݂றሿ஼೙,ఒ ൌ ሾܹሿ஼೙,஼೙ିଵ ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൫ሾ݂ሿఒ,஼೙ሾܹሿ஼೙,஼೙ିଵ ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൯
ିଵ  (C.9) 
Se todas as juntas possuem a mesma influência, W pode ser defi‐
nida como a matriz identidade e a pseudoinversa fica reduzida a: 
ሾ݂றሿ஼೙,ఒ ൌ ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൫ሾ݂ሿఒ,஼೙ሾ݂ሿ஼೙,ఒ் ൯
ିଵ  (C.10) 
A  abordagem  pela  pseudoinversa  não  é  a  única  possível 
para  solução da estática de manipuladores com  redundância de 
atuação. Podem ser impostas outras restrições e condições, como, 
por  exemplo, manter  a  relação  entre  torque  aplicado  em  cada 
junta e o  torque máximo suportado pela respectiva  junta dentro 
de uma margem de  segurança  especificada. Considerando dife‐
rentes  restrições  ou  condições,  obtêm‐se  soluções  distintas  na 
resolução  do  problema.  O  método  baseado  na  pseudoinversa 
para resolver a redundância de atuação apresenta como inconve‐
niente a  inconsistência dimensional quando o manipulador pos‐
sui tipos distintos de juntas. 
 
 
C.3 ELIPSOIDE DE FORÇA 
 
 
Ao aplicar forças e torques nas juntas ativas de um manipu‐
lador, ações de reação devem existir na interação entre efetuador 
e o meio para que o equilíbrio estático seja mantido. Estas reações 
dependem da magnitude das ações nos atuadores e da configura‐
ção do manipulador. O elipsoide de força fornece uma represen‐
C.3 Elipsoide de força  307
   
tação gráfica desta relação entre torques aplicados nos atuadores 
e ações resultantes no efetuador.  
A formulação tradicional do elipsoide de força estabelece a 
relação entre as ações produzidas no efetuador, quando aplicado 
um torque de norma unitária nas juntas, de forma que: 
்߬߬ ൌ 1 (C.11) 
Substituindo a equação (C.11) em (3.28)obtém‐se: 
ܨ்ܬܬ்ܨ ൌ 1 (C.12) 
Considerando o caso bidimensional, a equação (C.11) defi‐
ne um círculo de raio R=1 com centro na origem. Como o produto 
ܬܬ்  resulta  em  uma  matriz  simétrica  positivo‐definida  (TSAI, 
1999), a equação (C.12) define uma elipse cujos eixos cartesianos 
coincidem com os autovetores de ܬܬ் e cujos comprimentos destes 
eixos  são  obtidos  através  do  inverso  da  raiz  quadrada  de  seus 
autovalores (TSAI, 1999). O elipsoide de força representa um ma‐
peamento  entre os  torques dos  atuadores  e  as  ações  correspon‐
dentes  no  efetuador,  conforme mostrado  na  Figura  C.3  para  o 
caso bidimensional. 
 
Figura C.3:  Elipsoide de força 
 
Como o elipsoide depende da matriz  jacobiana, cada nova 
configuração  do  manipulador  produz  uma  elipse  diferente.  O 
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mapeamento apresentado na Figura C.3 é  representativo para o 
caso bidimensional, mas pode ser aplicado em três dimensões.  
Devem ser feitas, no entanto, algumas considerações quan‐
to à utilização do elipsoide de força: 
 Só pode  ser  aplicado quando  o manipulador  apresentar 
um  único  tipo  de  junta. Na  existência  de  dois  tipos  de 
juntas  no  manipulador,  como  por  exemplo  juntas 
prismáticas  e  rotativas,  o  mapeamento  apresenta 
inconsistência dimensional e não pode ser aplicado; 
 Os  torques  necessários  para  equilibrar  as  forças 
gravitacionais  são  negligenciados,  podendo  conduzir  a 
resultados errôneos; 
 Não  são  impostas  restrições  quanto  ao  torque máximo 
suportado  por  cada  atuador.  Mesmo  normalizando  o 
torque máximo  da  junta mais  robusta  para  a  unidade, 
alguns  pontos  do  mapa  de  torques  não  podem  ser 
alcançados  e,  consequentemente,  a  elipse  de  forças  não 
representa fielmente a condição real; 
 A  utilização  da  norma  unitária  exclui  combinações 
possíveis  de  torques  do  mapeamento.  Se  as  juntas 
consideradas possuem a mesma capacidade de torque, no 
caso  bidimensional  os  torques  deveriam  ser 
representados  através  de  um  quadrado  e  não  de  um 
círculo. 
Apesar das  restrições quanto  a  sua utilização, o  elipsoide 
de forças fornece um indicativo das direções onde o manipulador 
apresenta maior  vantagem mecânica.  Estas  informações  podem 
ser úteis na busca por soluções otimizadas para aplicação de for‐
ças e momentos limites. Mas na presença de redundância cinemá‐
tica e de atuação, sua aplicabilidade é  limitada pois não  fornece 
informações  sobre  como,  a  partir  de  uma  configuração  inicial, 
melhorar  a  capacidade  de  força  em  uma  determinada  direção 
através de uma mudança de  configuração   do manipulador  ou 
sobre como distribuir os  torques de  forma eficiente nos atuado‐
res.    
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APÊNDICE D ‐ ANÁLISE ESTÁTICA DO ROBÔ 
RRR 
 
 
Neste  apêndice  é  apresentada  a  análise  estática  do  robô 
manipulador RRR através do diagrama do corpo livre e do méto‐
do de Davies. 
O robô serial RRR mostrado na Figura D.1 possui três  jun‐
tas atuadas e grau de mobilidade M=3. Por se tratar de um mani‐
pulador planar, tanto a análise cinemática como a análise estática 
podem ser realizadas considerando um espaço de dimensão λ=3. 
Considerando que o espaço da  tarefa possui dimensão d=3, este 
manipulador  não  apresenta  redundância  cinemática  e,  por  se 
tratar de um  robô serial, não existe  redundância de atuação. Os 
elos são numerados de 0 até 3, iniciando pelo elo fixo da base. As 
juntas são identificadas de A até C e o ponto de interesse no efe‐
tuador é identificado pela letra P. 
 
Figura D.1: Representação esquemática do manipulador serial com  três 
juntas rotativas 
 
A localização de cada uma das  juntas e do efetuador, refe‐
renciada em relação ao sistema de coordenadas O fixo da base, é 
definida por: 
ܣ ൌ ൝
0
0
0
ൡ ; ܤ ൌ ൝
ܺ஻
஻ܻ0
ൡ ; ܥ ൌ ൝
ܺ஼
஼ܻ0
ൡ ;  ܲ ൌ ൝
ܺ௉
௉ܻ0
ൡ ;  (D.1) 
 
A
B
C
32
1
0
x
y
z
O
P
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D.1 DIAGRAMA DO CORPO LIVRE 
 
 
A Figura D.2 mostra as forças e momentos atuantes no me‐
canismo RRR utilizando a notação apresentada na seção C.1. Co‐
mo se trata de um mecanismo planar, são consideradas apenas as 
forças nas direções x e y e o momento em torno do eixo z.  
 
Figura D.2: Ações atuantes no manipulador RRR 
 
Para efeito de cálculo, as massas dos elos 1, 2 e 3 estão concentra‐
das  nos  pontos  G1,  G2  e  G3  respectivamente. As  forças  externas 
atuantes são os torques ܯ௭భ,బ, ܯ௭మ,భ e ܯ௭య,మ  dos atuadores, as forças 
gravitacionais ܨ௬ಸభ, ܨ௬ಸమ  e ܨ௬ಸయ  e as ações ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ e ܯ௭ಶಷ exercidas 
no  efetuador através do  contato  com o meio. As  forças gravita‐
cionais são obtidas pelo o produto entre as massas m, concentra‐
das nos pontos Gi, e a aceleração da gravidade g. 
Através do diagrama do corpo  livre é possível estabelecer 
três equações de equilíbrio para cada um dos elos do manipula‐
dor. O ponto escolhido em cada elo para estabelecer o equilíbrio 
P
B
xo
yo
A
C
Fy2,1
Fy3,2 G3
G2
G1
zo
FyEF
Fy1,0
Fx2,1
Fx1,0
Mz1,0
Fyg1
Fyg2
Fyg3
Fx3,2
Mz3,2
Mz2,1
FxEF
MzEF
O
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dos momentos  é  arbitrário, mas  a  convenção de  sinais  adotada 
precisa  ser  respeitada.  Sendo  ܨ௫ಶಷa  força  aplicada  na  direção  x 
pelo efetuador no meio, a força aplicada pelo meio no efetuador é 
– ܨ௫ಶಷ. Para o elo 3, as forças atuantes e os vetores de posição r3 e 
rc3, todos referenciados no sistemas de coordenadas da base, são 
mostradas na Figura D.3. 
 
Figura D.3: Ações atuantes no elo 3 do manipulador RRR 
 
O momento causado pela força ܨଷ,ଶ ൌ ሼܨ௫య,మ ܨ௬య,మ 0ሽ் em relação 
ao ponto P é: 
ݎଷ x ܨଷ,ଶ ൌ ൥
0 0 െ ௉ܻ ൅ ஼ܻ
0 0 ܺ௉ െ ܺ஼
௉ܻ െ ஼ܻ െܺ௉ ൅ ܺ஼ 0
൩ ቐ
ܨ௫య,మ
ܨ௬య,మ
0
ቑ
ൌ ቐ
0
0
ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻܨ௫య,మ ൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻܨ௬య,మ
ቑ 
(D.2) 
De forma similar, obtém‐se o momento causado pela força gravi‐
tacional ܨ௬ಸయ . 
ݎ௖ଷ x ܨ௬ಸయ ൌ ൝
0
0
ሺെܺ௉ ൅ ܺீଷሻܨ௬ಸయ
ൡ 
(D.3) 
Escrevendo as equações de equilíbrio do elo 3 em relação ao pon‐
to P obtém‐se: 
P
xo
yo
C
Fy3,2 G3
zo
FyEF
Fyg3
Fx3,2
Mz3,2
FxEF
MzEF
O
r3
rc3
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෍ܨ௫ ൌ ܨ௫య,మ ൅ ܨ௫ಶಷ ൌ 0  (D.4) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬య,మ ൅ ܨ௬ಸయ ൅ ܨ௬ಶಷ ൌ  0  (D.5) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭య,మ ൅ ܯ௭ಶಷ ൅ ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻܨ௫య,మ ൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻܨ௬య,మ
൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺீଷሻܨ௬ಸయ ൌ 0 
(D.6) 
No diagrama de equilíbrio, os sentidos das ações  foram atribuí‐
dos de forma arbitrária. Respeitando as convenções de sinais, se 
no resultado final qualquer uma das ações apresentar sinal nega‐
tivo, o sentido real é o oposto ao arbitrado no diagrama. 
Procedendo de forma similar para os elos 2 e 1, obtém‐se as 
equações (D.7) à (D.12).  
෍ܨ௫ ൌ ܨ௫మ,య ൅ ܨ௫మ,భ ൌ 0  (D.7) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬మ,య ൅ ܨ௬೒మ ൅ ܨ௬మ,భ ൌ  0  (D.8) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭మ,భ ൅ ܯ௭మ,య ൅ ሺ ஼ܻ െ ஻ܻሻܨ௫మ,భ ൅ ሺെܺ஼ ൅ ܺ஻ሻܨ௬మ,భ
൅ ሺെܺ஼ ൅ ܺீଶሻܨ௬ಸమ ൌ 0 
(D.9) 
෍ܨ௫ ൌ ܨ௫భ,మ ൅ ܨ௫భ,బ ൌ 0  (D.10) 
෍ܨ௬ ൌ ܨ௬భ,మ ൅ ܨ௬ಸభ ൅ ܨ௬భ,బ ൌ  0  (D.11) 
෍ܯ௭ ൌ ܯ௭భ,బ ൅ ܯ௭భ,మ ൅ ௕ܻܨ௫భ,బ ൅ ሺെܺ஻ሻܨ௬భ,బ
൅ ሺെܺ஻ ൅ ܺீଵሻܨ௬ಸభ ൌ  0 
(D.12) 
Manipulando  as  equações de  equilíbrio das  forças  aplica‐
das na direção x resulta: 
ܨ௫ಶಷ ൌ െ ܨ௫య,మ ൌ ܨ௫మ,య ൌ െ ܨ௫మ,భ ൌ ܨ௫భ,మ ൌ െ ܨ௫భ,బ (D.13) 
Como só existe uma força externa na direção x na extremidade da 
cadeia,  esta  força  é  transmitida ao  longo de  toda  cadeia, de  elo 
para elo. 
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Na direção y,  raciocínio semelhante pode ser  feito, só que 
neste  caso  as  forças  gravitacionais  atuam  como  forças  externas 
adicionais.  Sequencialmente,  da  extremidade  para  a  base,  cada 
junta deve  suportar,  além da  força  externa,  o peso de  todos  os 
elos localizado mais à extremidade em relação à junta considera‐
da. Uma forma possível de escrever a relação das forças na dire‐
ção y é: 
െܨ௬ಶಷ ൌ ܨ௬య,మ ൅ ܨ௬ಸయ ൌ ܨ௬మ,భ ൅ ܨ௬ಸయ ൅ ܨ௬ಸమ
ൌ ܨ௬భ,బ ൅ ܨ௬ಸయ ൅ ܨ௬ಸమ ൅ ܨ௬ಸభ 
(D.14) 
Se o objetivo é determinar as ações necessárias nas  juntas 
para equilibrar estaticamente o  sistema,  conhecidas as ações ex‐
ternas de contato com o meio e as forças gravitacionais, podem‐se 
substituir as equações (D.13) e (D.14) em (D.6) resultando: 
ܯ௭య,మ ൅ ܯ௭ಶಷ െ ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻܨ௫ಶಷ ൅ ሺܺ௉ െ ܺ஼ሻܨ௬ಶಷ
൅ ሺെܺ௉ ൅ ܺீଷሻ ܨ௬ಸయ ൌ 0 
(D.15) 
Ordenando a equação (D.15), o torque ܯ௭య,మ da junta C necessário 
para  equilibrar  as  ações  de  contato  e  as  forças  gravitacionais  é 
calculado por: 
ܯ௭య,మ ൌ ሼሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻ ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻ െ1 ሺܺ஼ െ ܺீଷሻ݉ଷሽ
ە
۔
ۓܨ௫ಶಷܨ௬ಶಷܯ௭ಶಷ݃ ۙ
ۘ
ۗ
 
(D.16) 
A força gravitacional ܨ௬ಸయ  é escrita como o produto entre a massa 
m3 do elo 3 e a aceleração da gravidade g. De forma recursiva, os 
torques necessários nas demais  juntas  são  calculados e as equa‐
ções  de  equilíbrio  do manipulador  RRR,  separando  os  termos 
referentes às forças, são: 
ቐ
ܯ௭భ,బ
ܯ௭మ,భ
ܯ௭య,మ
ቑ ൌ ቎
௉ܻ
ሺ ௉ܻ െ ஻ܻሻ
ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻ
െܺ௉
ሺെܺ௉ ൅ ܺ஻ሻ
ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻ
െ1
െ1
െ1
቏ቐ
ܨ௫ಶಷܨ௬ಶಷܯ௭ಶಷ
ቑ
൅ ቐ
െሺܺீଷ݉ଷ ൅ ܺீଶ݉ଶ ൅ ܺீଵ݉ଵሻ
ሺܺ஻ െ ܺீଷሻ݉ଷ ൅ ሺܺ஻ െ ܺீଶሻ݉ଶ
ሺܺ஼ െ ܺீଷሻ݉ଷ
ቑ݃ 
(D.17) 
As ações de contato foram definidas como sendo aplicadas 
pelo meio no manipulador. Se ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ  e ܯ௭ಶಷ   forem definidas 
como  sendo  aplicadas  pelo manipulador  no meio,  inverte‐se  o 
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sinal de todos os termos da primeira matriz posicionada à direita 
do sinal de  igualdade na equação  (D.17). Comparando‐se com a 
equação (B.6), verifica‐se que está matriz é o Jacobiano transpos‐
to. Definindo como τ o vetor de torques das juntas, F como o ve‐
tor das forças que o manipulador impõe ao meio e G como a ma‐
triz das forças gravitacionais, a equação (D.17) pode ser escrita de 
forma compacta como: 
ሼ߬ሽଷ,ଵ ൌ ሾܬ்ሿଷ,ଷሼܨሽଷ,ଵ ൅ ሾܩሿଷ,ଵ ݃  (D.18) 
Na ausência de singularidades, conhecidos os  torques aplicados 
nas juntas, as ações aplicadas pelo efetuador no meio são calcula‐
das por: 
ሼܨሽଷ,ଵ ൌ ሾܬି்ሿଷ,ଷሼ߬ሽଷ,ଵ െ ሾܩሿଷ,ଵ ݃  (D.19) 
Considerando  as  forças  gravitacionais  nulas  ou  desprezíveis,  a 
relação  entre  os  torques nos  atuadores  e  as  forças  aplicadas no 
meio é definida apenas pela matriz jacobiana na forma:  
ሼܨሽଷ,ଵ ൌ ሾܬି்ሿଷ,ଷሼ߬ሽଷ,ଵ (D.20) 
Fica clara a correspondência entre a cinemática e a estática, con‐
firmando a formulação obtida utilizando‐se o princípio do traba‐
lho virtual. 
Pelo método do diagrama do corpo  livre, se  forem aplica‐
das novas forças externas, como por exemplo as forças de atrito, 
as equações devem ser reescritas e nova substituição recursiva de 
variáveis é necessária. 
 
 
D.2 MÉTODO DE DAVIES 
 
 
Para utilizar o método de Davies, o fechamento da cadeia é 
realizado no ponto de contato entre o efetuador e o meio.   Inici‐
almente, a análise é feita considerando‐se que as massas são nulas 
ou  desprezíveis.  Posteriormente,  as  forças  gravitacionais  serão 
inseridas, evidenciando uma das facilidades do método de Davi‐
es que é a inclusão de forças externas no processo. 
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Desconsiderando  as  forças  gravitacionais,  no  plano  bidi‐
mensional o robô RRR possui seis restrições internas referentes às 
forças de reação nas juntas e seis restrições externas referentes aos 
torques nos atuadores e as ações de contato do manipulador com 
o meio.  Portanto,  o  grau  bruto  de  restrição  C  do mecanismo  é 
doze. A Figura D.4(a) mostra o digrafo das ações do mecanismo e 
os cortes fundamentais. Cada restrição é representada como uma 
heliforça na Figura D.4(b). Ao  longo dos exemplos apresentados 
nesta seção, o sobrescrito A da heliforça $A é suprimido. 
         
(a) Forma geral das heliforças   (b) Heliforças representando cada uma 
                     das restrições 
Figura D.4: Grafo das ações do manipulador RRR 
 
Como é um mecanismo  simples de circuito único, o número de 
cortes k é igual ao número de ramos da árvore geradora. Os cor‐
tes são identificados no grafo por c1, c2 e c3. Considerando o espa‐
ço plano, o grau líquido de restrição Cn do mecanismo é: 
ܥ௡ ൌ ܥ െ ߣ݇ ൌ 12 െ 3.3 ൌ 3 (D.21) 
São necessárias, portanto,  três variáveis primárias para determi‐
nar estaticamente o mecanismo. 
Conhecidas as coordenadas XA e YA da junta A em relação ao 
sistema de coordenadas da base e definidos os vetores S e So da 
mesma forma como definidos na cinemática, a heliforça $஺ pode 
c1
$C
$P
$B
$A
2
31
0 c2
c3
c1
2
31
0
c2
c3
$BFy
$CFy
$AFy $EFFy
$BFx
$CFx
$AFx $EFFx
$BMz
$AMz
$CMz
$EFMz
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ser decomposta em uma soma das heliforças $஺ெ௭, $஺ி௫ e  $஺ி௬nas 
direções cartesianas, utilizando a equação (D.22): 
onde ܨ௫ಲ, ܨ௬ಲ   e ܯ௭ಲ   são  respectivamente a  força na direção x,  a 
força na direção y e o momento em  torno do eixo z atuantes na 
junta A. As demais heliforças são obtidas de maneira similar. 
O sentido atribuído às arestas no digrafo dá consistência à 
convenção de sinais adotada e deve ser respeitado na formulação 
das  equações  de  equilíbrio.  À  aresta  entrando  no  subconjunto 
segmentado pelo corte é atribuído sinal positivo e à aresta saindo 
é  atribuído  sinal  negativo. A partir do  grafo,  a  lei dos  cortes  é 
utilizada fornecendo as equações de equilíbrio: 
$஺ி௫ ൅ $஺ி௬ ൅ $஺ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 1ሻ (D.23) 
$஻ி௫ ൅ $஻ி௬ ൅ $஻ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 2ሻ (D.24) 
$஼ி௫ ൅ $஼ி௬ ൅ $஼ெ௭െ$ாிி௫ െ $ாிி௬ െ $ாிெ௭ ൌ 0 ሺcorte 3ሻ (D.25) 
Utilizando o conceito de matriz de ações unitárias de rede, elimi‐
nando as linhas nulas e utilizando a formação radial, as equações 
(D.23),  (D.24) e  (D.25) podem ser escritas na  forma matricial co‐
mo: 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 െ1 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 0 െ1 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 1 0 0 0 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 0 ௉ܻ െܺ௉ െ10 0 0 0 0 0 1 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 െ1 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 1 ௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 .
(D.26) 
$஺ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ 00ܯݖܣ00
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
൅
ە
ۖ۔
ۖۓ 00െܨ௫஺ ஺ܻܨ௫஺0
0 ۙ
ۖۘ
ۖۗ
൅
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 00ܨ௬஺ ஺ܺ0ܨ௬஺0 ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ $஺ெ௭൅$஺ி௫ ൅ $஺ி௬ 
(D.22) 
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ە
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۓ ܨ௫஺ܨ௬஺ܯ௭ಲܨ௫஻ܨ௬஻ܯ௭ಳܨ௫஼ܨ௬஼ܯ௭಴ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۗ
ൌ  
ە
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖ
ۓ00
0
0
0
0
0
0
0ۙ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖ
ۗ
 
Escolhendo  as  variáveis  primárias  como  as  ações  de  interação 
entre o robô e o meio, a equação (D.26) pode ser reescrita na for‐
ma: 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ە
ۖۖ
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۓܨ௫஺ܨ௬஺ܯ௭ಲܨ௫஻ܨ௬஻ܯ௭ಳܨ௫஼ܨ௬஼ܯ௭಴ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۗ
൅
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ ൌ  
ە
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖ
ۓ00
0
0
0
0
0
0
0ۙ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖ
ۗ
 
(D.27) 
E isolando as variáveis secundárias obtém‐se: 
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ە
ۖۖ
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۓܨ௫஺ܨ௬஺ܯ௭ಲܨ௫஻ܨ௬஻ܯ௭ಳܨ௫஼ܨ௬஼ܯ௭಴ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۗ
ൌ െ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ିଵ
. 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(D.28) 
A matriz de ações de  rede  secundária é esparsa e em geral não 
apresenta dificuldades na  inversão. A equação  (D.28)  fornece as 
forças e momentos necessários nas  juntas para suportar as ações 
externas aplicadas pelo meio. Mas não se obtém de forma direta 
uma relação entre as ações aplicadas pelo meio e os  torques nos 
atuadores. 
  Uma alternativa possível para eliminar do equacionamento as 
forças de reação nas  juntas é utilizar a matriz aniquiladora  (ma‐
triz  killer)  (CAMPOS,  2004).  Manipulando  a  equação  (D.27),  é 
possível  separar as variáveis  secundárias que  se deseja eliminar 
das variáveis secundárias que se deseja calcular, obtendo: 
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ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓܨ௫஺ܨ௬஺ܨ௫஻ܨ௬஻ܨ௫஼ܨ௬஼ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
൅
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ0 0 00 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ቐ
ܯ௭ಲܯ௭ಳܯ௭಴
ቑ
ൌ െ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(D.29) 
Para eliminar as  forças de  reação nas  juntas é necessário encon‐
trar a matriz aniquiladora K de forma que: 
ሾܭሿଷ ௫ ଽ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ሾ0ሿଷ,଺ 
(D.30) 
Como neste caso a matriz das ações de rede unitárias das  juntas 
secundárias é bloco diagonal, a matriz K pode ser obtida fazendo‐
se a análise de cada bloco isoladamente. Os três blocos A1, A2 e A3 
da matriz das ações são: 
ܣଵ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 1
൩ ; ܣଶ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
െ ஻ܻ ܺ஻ 1
൩ ; 
ܣଷ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
െ ஼ܻ ܺ஼ 1
൩ 
(D.31) 
E a matriz killer é composta pelos vetores K1, K2 e K3 de dimensão 
3x1 na forma: 
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ܭ ൌ ቎
ܭଵ் 0 0
0 ܭଶ் 0
0 0 ܭଷ்
቏ 
(D.32) 
Para eliminar as variáveis de reação nas juntas é necessário que:  
ܭ௜்ܣ௜ ൌ ሼ0 0 1ሽ ou ܣ௜்ܭ௜ ൌ ൝
0
0
1
ൡ   (D.33) 
E  cada uma das matrizes Ki pode  ser  obtida manipulando‐se  a 
equação (D.33). A matriz K1 é: 
ܭଵ ൌ ܣଵି் ൝
0
0
1
ൡ ൌ ൥
1 0 ஺ܻ0 1 െ ஺ܺ0 0 1
൩ ൝
0
0
1
ൡ ൌ ൝ ஺ܻെ ஺ܺ1
ൡ  (D.34) 
As matrizes K2 e K3 são obtidas de modo similar e a matriz K re‐
sultante é: 
ܭ ൌ ൥ ஺ܻ
െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
0 0 0
஻ܻ െܺ஻ 10 0 0
0 0 0
0 0 0
஼ܻ െܺ஼ 1
൩  (D.35) 
Multiplicando a matriz killer pela matriz de ações de rede secun‐
dária das variáveis que se deseja eliminar resulta, como esperado: 
൥ ஺ܻ
െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
0 0 0
஻ܻ െܺ஻ 10 0 0
0 0 0
0 0 0
஼ܻ െܺ஼ 1
൩. 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0
െ ஺ܻ ஺ܺ 0 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 0 00 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ሾ0ሿଷ,଺ 
(D.36) 
E multiplicando‐se a matriz killer pela matriz de ações das variá‐
veis secundárias que se quer calcular tem‐se: 
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൥ ஺ܻ
െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
    
0 0 0
஻ܻ െܺ஻ 10 0 0
    
0 0 0
0 0 0
஼ܻ െܺ஼ 1
൩
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ0 0 00 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ
ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 1
൩ 
(D.37) 
Através  deste  procedimento  é  possível  obter  a  relação  entre  os 
torques dos  atuadores  e  as  ações de  contato no meio, multipli‐
cando‐se a matriz K por cada termo da equação (D.29) e substitu‐
indo‐se os resultados obtidos em (D.36) e (D.37), obtendo‐se: 
ሾ0ሿଷ ௫ ଺ ൅ ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 1
൩ ቐ
ܯ௭ಲܯ௭ಳܯ௭಴
ቑ ൌ 
െ൥ ஺ܻ
െ ஺ܺ 10 0 0
0 0 0
    
0 0 0
஻ܻ െܺ஻ 10 0 0
    
0 0 0
0 0 0
஼ܻ െܺ஼ 1
൩ . 
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍെ1 0 00 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(D.38) 
Desenvolvendo‐se a equação (D.38) resulta: 
ቐ
ܯ௭ಲܯ௭ಳܯ௭಴
ቑ ൌ ൥
െ ௉ܻ ൅ ஺ܻെ ௉ܻ ൅ ஻ܻെ ௉ܻ ൅ ஼ܻ
ܺ௉ െ ஺ܺܺ௉ െ ܺ஻ܺ௉ െ ܺ஼
1
1
1
൩ ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(D.39) 
Pelo  sentido determinado no digrafo,  as  ações ܨ௫ಶಷ, ܨ௬ಶಷ  e ܯ௭ಶಷ 
são  consideradas  como  sendo  aplicadas  pelo  manipulador  no 
meio. Considerando que as ações são aplicadas pelo meio no efe‐
tuador  (invertem‐se os  sinais da matriz em  (D.39)), e que a ori‐
gem do sistema de coordenadas seja definida sobre a junta A (YA e 
XA igual a zero) resulta:  
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ቐ
ܯ௭ಲܯ௭ಳܯ௭಴
ቑ ൌ ቎
௉ܻ
ሺ ௉ܻ െ ஻ܻሻ
ሺ ௉ܻ െ ஼ܻሻ
െܺ௉
ሺെܺ௉ ൅ ܺ஻ሻ
ሺെܺ௉ ൅ ܺ஼ሻ
െ1
െ1
െ1
቏ ቐ
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷ
ቑ 
(D.40) 
Chega‐se ao mesmo  resultado da equação  (D.17), obtida através 
do diagrama do corpo  livre, com exceção dos  termos gravitacio‐
nais que não foram considerados. 
O exemplo mostrado não leva em consideração a existência 
de demais forças externas como atrito e gravidade. Para exempli‐
ficar  a  inclusão  de  forças  externas  adicionais,  considerar‐se‐á  a 
força gravitacional atuando sobre o elo 2 em seu centro de gravi‐
dade dado pelas coordenadas XG2 e YG2. No grafo, esta força gravi‐
tacional aparece como uma aresta adicional unindo os vértices 0 e 
2, conforme mostrado na Figura D.5.  
 
Figura D.5: Inclusão da força gravitacional no grafo das ações 
 
A heliforça que  representa a  força gravitacional  é  cortada pelos 
cortes c1 e c2 e, utilizando a equação (3.6), é escrita na forma: 
onde m2 é a massa do elo 2. 
Modificando a equação (D.26) para incluir a ação da força gravi‐
tacional obtém‐se: 
c1
$C
$P
$B
$A
2
31
0
c2
c3
$G2
$ீଶ ൌ  
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ 00െܨ௬ீଶܺீଶ
0ܨ௬ீଶ0 ۙ
ۖ
ۘ
ۖ
ۗ
ൌ
ۖە
۔
ۖۓ 00െܺீଶ0
1
0 ۙۖ
ۘ
ۖۗ
ܨ௬ீଶ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ 00െܺீଶ݉ଶ
0݉
ଶ0
 
ۙۖ
ۘ
ۖۗ
݃ 
(D.41) 
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ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 െ1
െ ஺ܻ ஺ܺ 1 0 0 0 0 0 0 ܺீଶ݉ଶ0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 െ1
0 0 0 െ ஻ܻ ܺ஻ 1 0 0 0 ܺீଶ݉ଶ0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 െ ஼ܻ ܺ஼ 1 0
… 
…
െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1െ1 0 0
0 െ1 0
௉ܻ െܺ௉ െ1ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ܨ௫஺ܨ௬஺ܯ௭ಲܨ௫஻ܨ௬஻ܯ௭ಳܨ௫஼ܨ௬஼ܯ௭಴݃
ܨ௫ாிܨ௬ாிܯ௭ಶಷۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۗ
ൌ
ە
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖ
ۓ00
0
0
0
0
0
0
0ۙ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖ
ۗ
 
(D.42) 
A  equação  (D.42)  pode  ser  manipulada  obtendo‐se  uma 
equação similar à equação (D.28), onde a força gravitacional entra 
como variável primária. 
O método de Davies apresenta como vantagem um forma‐
lismo  claro para  resolução da  análise  estática de mecanismos  e 
facilidade  de  inclusão  de  forças  externas  adicionais  através  de 
alterações na matriz de ações unitárias de  rede. Sua  formulação 
matricial  é  conveniente  para  resolver  as  equações  de  equilíbrio 
com o auxílio do computador. Fornece de  forma direta  todas as 
ações presentes na cadeia, mas exige uma manipulação posterior 
quando o objetivo é estabelecer uma relação apenas entre as ações 
dos atuadores e as ações externas aplicadas pelo meio. 
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APÊNDICE E – RIGIDEZ E INFLUÊNCIA DA 
FORÇA GRAVITACIONAL NA 
ESTÁTICA  
 
 
E.1 RIGIDEZ 
 
 
Ao estudar a rigidez de um manipulador, duas fontes prin‐
cipais  de  deformação  devem  ser  levadas  em  consideração 
(SVININ  et al., 2002). A primeira  está  relacionada à  rigidez das 
juntas devido à estratégia de controle adotada. É conhecida como 
rigidez de malha  fechada e pode ser modificada ajustando‐se os 
parâmetros  do  controlador  ou  escolhendo‐se  uma  estratégia de 
controle distinta. A segunda está relacionada com a aplicação de 
ações  externas,  sejam  elas devido  ao  contato  com  o meio, peso 
dos  próprios  elos  a  ou  uma  carga  suportada  pelo  efetuador.  É 
chamada de rigidez de malha aberta e é uma característica intrín‐
seca ao manipulador devido à sua geometria, materiais e compo‐
nentes constitutivos. 
Como as estratégias de controle não são o foco deste traba‐
lho, na seção E.2 é analisada apenas a rigidez de malha aberta de 
mecanismos. Graficamente,  a  rigidez de um manipulador pode 
ser  representada  através  do  elipsoide  de  rigidez,  detalhado  na 
seção E.3. 
 
 
E.2 RIGIDEZ DE MALHA ABERTA DE MECANISMOS 
 
 
A rigidez de malha aberta depende de vários fatores como 
o tamanho e o material dos elos, dos atuadores e das transmissões 
mecânicas  utilizadas  na  construção do manipulador. À medida 
que os elos tornam‐se longos e delgados, a rigidez dos elos torna‐
se o motivo principal para existência de deflexões na posição de‐
326  
Apêndice E – Rigidez e influência da força gravitacional na 
estática 
 
sejada  do  efetuador.  Esta  característica  é  encontrada  em  robôs 
espaciais  onde  o  peso  dos  componentes  é  fator  essencial  a  ser 
considerado no projeto. Para a maioria dos robôs industriais e de 
serviço, os elos são relativamente rígidos e o principal  fator res‐
ponsável  pela  deflexão  verificada  no  efetuador  é  a  elasticidade 
presente nas transmissões mecânicas (TSAI, 1999).  
As  transmissões mecânicas constituem os elementos de  li‐
gação  entre  os motores  elétricos,  principal  classe  de  atuadores 
utilizados  para movimentação  das  juntas,  e  os  elos,  tanto  nos 
manipuladores seriais como nos paralelos. Em algumas situações 
especiais ainda são empregados atuadores hidráulicos e pneumá‐
ticos, mas seu uso é cada vez mais raro. Em geral, o motor elétrico 
é empregado associado a um redutor que pode ter múltiplos es‐
tágios. Tanto  o  redutor  como  os  eixos  que  compõem  o  sistema 
sofrem deformações quando torques são aplicados.  
A rigidez de uma  junta pode ser caracterizada por uma ri‐
gidez equivalente, composta pela rigidez do redutor e dos eixos. 
Analisando  isoladamente  uma  junta  do manipulador,  se  existir 
um  torque  ou  força  sendo  transmitindo  por  esta  junta,  haverá 
uma  deformação  correspondente  nesta  junta  dada  por 
(SALISBURY, 1980): 
߬௜ ൌ ݇ఏ௜Δߠ௜ (E.1) 
onde ߬௜ é o torque ou força transmitido pela junta i, ݇ఏ௜ é a cons‐
tante de rigidez da junta i e Δߠ௜ é a deformação sofrida pela junta 
i. A constante de rigidez é uma característica da junta e pode ser 
considerada constante, não sofrendo variação com a configuração 
do manipulador nem com a posição da  junta. Portanto, uma vez 
que a  constante de  rigidez de  cada uma das  juntas  é  completa‐
mente  independente  do  comportamento  das  demais  juntas,  é 
possível estabelecer a relação: 
ሼ߬ሽ௝ೌ,ଵ ൌ ሾܭఏሿ௝ೌ,௝ೌሼΔߠሽ௝ೌ,ଵ (E.2) 
onde ja representa o número total de juntas atuadas. A matriz de 
rigidez das  juntas ܭఏ é uma matriz diagonal cujos elementos são 
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as constantes de rigidez de cada uma das  juntas atuadas do ma‐
nipulador.  
O deslocamento Δߠ das  juntas está relacionado com o des‐
locamento Δݔ do efetuador através da relação:  
Δݔ ؆ ܬΔߠ (E.3) 
Deve ser observado que o Jacobiano de manipuladores paralelos 
foi  definido  de  forma  inversa  ao  Jacobiano  de  manipuladores 
seriais. A dedução mostrada a seguir utiliza o conceito de Jacobi‐
ano  aplicado  a manipuladores  seriais, mas  pode  facilmente  ser 
estendida para robôs paralelos. Utilizando o conceito de trabalho 
virtual, é possível estabelecer a relação entre os torques nas juntas 
e ações F no efetuador. 
τ ൌ ܬ்F (E.4) 
Substituindo as equações (E.2) e (E.4) em (E.3) obtém‐se:  
Δݔ ൌ ܬܭఏିଵܬ்F ൌ ܥ௖ܨ (E.5) 
que estabelece a  relação entre as ações aplicadas pelo meio e as 
deformações decorrentes no efetuador. A matriz Cc é chamada de 
matriz  de  deformação  ou  complacência  do  manipulador.  Se  a 
matriz de deformação  admite  inversa,  a  equação  (E.5) pode  ser 
manipulada na forma:  
ܨ ൌ ൫ ܬܭఏିଵܬ்൯ିଵΔx ൌ ܬି்ܭఏܬିଵΔx ൌ ܭΔx  (E.6) 
A matriz K  é  chamada de matriz de  rigidez do manipulador  e 
depende da configuração atual do manipulador e da  rigidez de 
cada uma das  juntas. A relação entre a matriz de rigidez do ma‐
nipulador e a matriz de rigidez das juntas é dada por: 
K ൌ ܬି்ܭఏܬିଵ    (E.7) 
Manipulando a expressão, obtém‐se também a relação na forma: 
K஘ ൌ ܬ்ܭܬ (E.8) 
A complacência de um manipulador pode ser definida co‐
mo inverso da rigidez. Na prática pode‐se utilizar tanto a matriz 
de rigidez como a matriz de complacência, observando‐se que a 
matriz de complacência é quadrada, independente do manipula‐
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dor apresentar ou não redundância cinemática. Portanto, tanto a 
matriz de complacência como a matriz de rigidez podem ser apli‐
cadas em manipuladores com redundância cinemática, desde que 
não esteja em uma configuração singular.   
A matriz de rigidez na configuração convencional mostra‐
da na equação (E.7) é positivo‐definida e simétrica. É uma ferra‐
menta  necessária  para  o  controle  de  força  por  impedância  e  é 
utilizada em grande parte de trabalhos posteriores que abordam 
o  tema  rigidez  de  manipuladores  (CIBLAK;  LIPKIN, 
1994)(GOSSELIN, 1990). Mas esta  formulação convencional para 
a  rigidez  apenas  é  válida  quando  o manipulador  está  em  uma 
configuração quase‐estática, sem aplicação de forças externas, ou 
quando  a matriz  jacobiana  é  constante  ao  longo  do  espaço  de 
trabalho do manipulador, como nos robôs cartesianos. 
Na presença de forças externas, a deformação verificada no 
efetuador devido a estas forças altera a configuração do manipu‐
lador, modificando a matriz  jacobiana. Existe, portanto, uma de‐
formação  adicional  devido  à  variação  da matriz  jacobiana  (LI; 
KAO, 2004), de forma que: 
K஘ െ K୥ ൌ JTKJ (E.9) 
onde Kg é a matriz de rigidez devido à mudança da geometria do 
manipulador na presença de  forças externas. A  inclusão da ma‐
triz Kg nos cálculos de rigidez pode conduzir a resultados bastan‐
te diversos dos obtidos com a  formulação  convencional  (ALICI; 
SHIRINZADEH, 2005).  
Na  formulação convencional, a matriz de  rigidez é obtida 
considerando o manipulador em equilíbrio estático não carrega‐
do. Isto significa que o peso dos elos é absorvido pelos torques e 
forças das  juntas não entrando na  formulação da matriz de rigi‐
dez. Mas o peso dos elos provoca  também uma deflexão no efe‐
tuador, alterando a matriz jacobiana. É um ponto falho da formu‐
lação convencional, corrigido na formulação que inclui a presença 
de forças externas. 
E.3 Elipsoide de rigidez  329
   
Não  existem  estudos  que  comprovem  uma  relação  direta 
entre rigidez e capacidade de força em manipuladores. A capaci‐
dade de  força é  limitada pelos  torques máximos das  juntas, que 
não influenciam de forma direta na rigidez, e a rigidez é influen‐
ciada pelas constantes de elasticidade das  juntas, que não  influ‐
enciam diretamente na força máxima aplicada. Por este motivo o 
conceito  de  rigidez  não  será  aproveitado  na  determinação  da 
capacidade de força‐momento de manipuladores.  
   
 
E.3 ELIPSOIDE DE RIGIDEZ 
  
 
Ao impor ações externas em um manipulador, o equilíbrio 
estático é mantido pela aplicação de  torques e  forças nas  juntas.  
Neste processo, o efetuador é deslocado de sua posição original 
devido  principalmente  à  deformação  que  ocorre  nas  juntas  do 
manipulador. O elipsoide de rigidez estabelece a relação entre a 
deformação Δx verificada na posição do efetuador e a força neces‐
sária para provocar  esta deformação.  Fornece uma visualização 
gráfica  desta  relação,  o  que  facilita  a  identificação  das  direções 
onde o manipulador apresenta maior rigidez. 
 Para o  traçado do  elipsoide de  rigidez,  considera‐se uma 
deformação unitária no efetuador e determinam‐se as  forças ne‐
cessárias  para  causar  esta  deformação.  A  deformação  unitária 
pode ser obtida a partir da norma do vetor deformação, de forma 
que: 
߂ݔ்߂ݔ ൌ 1 (E.10) 
Substituindo a equação (E.5) em (E.10) obtém‐se: 
ܨ்ܥ௖்ܥ௖ܨ ൌ 1  (E.11) 
Considerando o caso bidimensional, a equação  (E.10) representa 
um círculo de raio R=1 e centro na origem. Como o produto ܥ்ܿܥܿ 
resulta  em  uma  matriz  simétrica  positivo‐definida,  a  equação 
(E.11)  representa  uma  elipse  cujos  eixos  cartesianos  coincidem 
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com os  autovetores de ܥ்ܿܥܿ  e  cujos  comprimentos destes  eixos 
são obtidos através do inverso da raiz quadrada de seus autova‐
lores (TSAI, 1999). 
A Figura B.1 mostra para o  caso bidimensional o mapea‐
mento entre as deformações no efetuador e as forças necessárias 
para causar esta deformação. O eixo maior da elipse representa a 
direção  onde  é  necessário  aplicar  a maior  força  para  causar  a 
mesma deformação unitária no efetuador, indicando que o mani‐
pulador apresenta maior rigidez nesta direção. 
 
Figura E.1:  Elipsoide de rigidez 
 
O conceito do elipsoide de rigidez é similar a do elipsoide 
de  força,  ambos  baseando‐se  na  utilização  da matriz  jacobiana. 
Grande parte das considerações e restrições feitas para o elipsoi‐
de  de  força  aplica‐se  ao  elipsoide  de  rigidez.  A  inconsistência 
dimensional ocorre na presença de  juntas de diferentes  tipos. A 
equação  (E.10)  carece  de  significado  físico  se  forem  analisadas 
simultaneamente deformações  lineares e deformações angulares. 
No entanto, como a rigidez é considerada linear para cada  junta, 
não é afetada pela presença de forças externas. Portanto os efeitos 
gravitacionais não alteram o  elipsoide de  rigidez pois  sempre  é 
possível  analisar  a deformação  a partir de um ponto de  equilí‐
brio. 
 Assim como o elipsoide de força, o elipsoide de rigidez a‐
presenta  limitações quanto ao seu uso para a análise estática de 
manipuladores. Como a rigidez é dependente da matriz  jacobia‐
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na, para cada posição distinta a rigidez do manipulador é modifi‐
cada. O elipsoide de rigidez fornece apenas  informações sobre o 
estado atual do manipulador, e não um  indicativo de como mo‐
vimentar  ou  posicionar  o manipulador  de  forma  a  obter  uma 
maior rigidez em uma direção desejada.  
Em robôs cinematicamente redundantes, é possível especi‐
ficar infinitas posições de suas juntas sem modificar a posição do 
efetuador. O elipsoide de rigidez também não fornece indicativos 
de  como  obter  uma  maior  rigidez  através  destes  movimentos 
internos das juntas. 
 
 
E.4 INFLUÊNCIA DA GRAVIDADE 
 
 
Na análise estática de manipuladores, a força gravitacional, 
também  chamada de  força peso ou  simplesmente peso,  atuante 
sobre cada um dos elos é uma  força externa que aparece nas e‐
quações de equilíbrio. Para cada elo, esta força externa distribuí‐
da  ao  longo  de  seu  comprimento  é,  em  geral,  substituída  sem 
prejuízos por uma  força equivalente  concentrada em  seu  centro 
de gravidade. 
No  entanto,  na  análise  matemática  de  manipuladores,  é 
bastante  comum a prática de desprezar os  efeitos da gravidade 
devido à simplificação nos cálculos que isto proporciona. Apenas 
para  citar alguns  exemplos, o  elipsoide de  força, o  elipsoide de 
rigidez  e  a  relação  entre  torques  e  forças  dada  pelo  Jacobiano 
transposto não levam em consideração a influência da gravidade. 
Os  conceitos  de  dualidade  e  ortogonalidade  apresentados  tam‐
bém só  têm consistência se a gravidade não  for considerada. As 
equações da estática também são simplificadas se não forem con‐
siderados os pesos dos elos.  As forças gravitacionais constituem‐
se em um fator complicador na busca de equações simples e ele‐
gantes. 
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O objetivo desta análise não é  invalidar  todas as equações 
que desprezam os efeitos gravitacionais utilizadas em robótica e 
sim mostrar que as  simplificações podem  conduzir a  resultados 
bastante distintos dos reais.   Na busca da força máxima possível 
der  ser  aplicada  por  um manipulador,  as  forças  gravitacionais 
podem ser utilizadas de maneira  inteligente, contribuindo  inclu‐
sive para aumentar  capacidade de  força‐momento de um mani‐
pulador.  
